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1. EINLEITUNG

In elnlgen neueren Arbeiten ([13J, [15J, [17J) und in der

englischen Fassung seines Buches [19J beschäftigt sich T. Hida

mit einer Differential- und Integralrechnung auf dem Raum (L2)

der quadratintegrablen Funktionale des reellen weißen Rauschens.

Es liegt nun nahe, ähnliche Überlegungen für den Fall des

komplexen weißen Rauschens anzustellen, d.h. eine Differential­

und Integralrechnung auf dem Hilbertraum (L2) = L2(~,<, v) derc c c

Menge aller komplexwertigen Funktionale des komplexen weißen

Rauschens, die endliche Varianzen besitzen, zu diskutieren.

~,< ist der Schwartzsche Raum der temperierten Distributionen,c

v das auf ~* eingeführte Maß des komplexen weißen Rauschens,c

das mit Hilfe des Satzes von Bochner und Minlos (s. Hida [16J,
[18J) über das charakteristische Funktional

CU:) = J. ei<z,Z:>+i<z,z:> dv(z) = e-llz:l12
~-:l-c

definiert wird.

Im Abschnitt 2 werden die notwendigen Hilfsmittel aus der

Theorie des komplexen weißen Rauschens bereitgestellt. Be­

sonders wichtig sind dabei die Integraldarstellung eines

Brownschen Funktionals und die Wiener - Ito - Zerlegung des

Raumes (L2).c
Der Abschnitt 3 befaßt sich mit dem Koordinatensystem, ln dem

die Brownschen Funktionale dargestellt werden müssen, um die

vorgeschlagene Differential- und Integralrechnung durchführen

zu können. Es stellt sich heraus, daß grob gesagt das System

{B·(t); tER} ein geeignetes Koordinatensystem liefert.

Mit diesem System und unter Zuhilfenahme der Theorie der

Sobolevräume gebrochener Ordnung (s. Lions, Magenes [26J) und

der Integraldarstellung für komplexe Brownsche Funktionale

ergibt sich im Abschnitt 4 die Definition der verallgemeinerten

komplexen Brownschen Funktionale.
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Im fünften Abschnitt wird auf den Begriff des analytischen

Funktionals des komplexen weißen Rauschens im Sinne von

Gateaux eingegangen. Es wird gezeigt, daß sich die Überlegungen

von A. E. Taylor [29J, der analytische Funktionale von elnem

Banachraum E in einen anderen Banachraum E' betrachtete, auch

auf den vorliegenden Fall anwenden lassen, in dem Funktionale,

die vom nicht normierten Raum ~ der schnell fallenden Test-c

funktionen nach ~ abbilden, behandelt werden.

Unter Verwendung des Begriffes der Funktionalableitung lm Sinne

von P. Levy (s. Levy [24J) wird schließlich im sechsten Ab-

schnitt die dz~t) - Ableitung des Brownschen Funktionals ~(z)

betrachtet. Dabei ergibt sich zwangsläufig die Erweiterung des

Levy - Laplace - Operators vom reellen auf den komplexen Fall

und damit natürlich auch die Definition des Begriffes "har­

monisches Funktional des komplexen weißen Rauschens".
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2. GRUNDLAGEN

2.1 Schnell fallende Testfunktionen und temperierte

Distributionen

Mit ~ (~n) wird der Raum aller beliebig oft differenzierbarenc
komplexwertigen Funktionen n reeller Veränderlicher, die zu-

sammen mit ihren sämtlichen Ableitungen für I (t1,t2,···,tn)1 =

=\I.I t~' = Itl + 00 stärker als jede Potenz von ~ gegen NullJ=l J ILI

gehen, bezeichnet. Statt ~ (~1)wird oft nur kurz! geschrieben.c c

Für eine Funktion set) E ! (~n) gilt alsoc

lim Itk Das(t)1 = 0
Itl+oo

für alle a und alle k.

mit I a I = a1+a2+ ••• +an'

a und k sind n - Multiindizes und es gelten die Vereinbarungen

lai
Da : = a _

a1 an
at ···at1 n

Durch Einführung des Normensystems

sup sup (1 + ItI2)PIDas(t)1

Ial~ tElRn

wird ~ (/Rn) zu einern abzählbar normierten Raum.c

Die Topologie von! (/Rn)kann also über die Konvergenz vonc

Folgen gekennzeichnet werden: Die Folge {s (t)} heißt konver­K

gent gegen set), wenn {s (t)} und die Ableitungen beliebigerK

Ordnung der Funktionen s (t) gegen set) und die entsprechendenK

Ableitungen gleichmäßig auf /Rn konvergieren und zusätzlich in
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den Abschätzungen

die Konstanten Caß unabhängig von K gewählt werden können.

Bezüglich der durch diese Konvergenz beschriebenen Topologie

ist! (Rn) vollständig.c

Ein System von Nullumgebungen ln j (Rn) ist gegeben durchc

V(m,p;E) = {s; sE~ (Rn), sup I(1+ltI2)p Das(t)I<E Vlal~m} ,
c t

m,p E N U {O}, E>O.

Der Raum

zu jedem

~C(Rn) genügt dem ersten Abzählbarkeitsaxiom, d.h~

Punkt aus ~ (Rn) existiert eine Basis von Umgebungen,c

die nur abzählbar viele Umgebungen enthält.

& (Rn) ist ein topologischer Vektorraum, m.a.W.: Er istc

Hausdorffsch und Addition sowie Multiplikation mit Skalaren

sind stetige Operationen.

Eine Teilmenge M c ~ (Rn) heißt beschränkt, wenn zu jederc

Nullumgebung V eln y>O existiert, so daß für alle AE~, IAI~y,

M C AV ~ilt.

~ (Rn) ist ein vollkommener Raum (s. Gelfand, Schilow [4J,c

Band 2, S.75), jede beschränkte Menge in ~ (Rn) ist alsoc

kompakt.

Als topologischer Vektorraum ist ~ (~n) regulär: Zu jedemc

Punkt sE! (~n) und jeder Umgebung U von s existiert elnec

Umgebung V c U von ~, so daß mit V auch V, der Abschluß von V,

in U liegt.
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Die Fouriertransformation 1
'tu; (t))

1
J

-i(x,t)
set)dt,. -

(2'IT)n/2
e

(Rn
n
(x,t)

=Lx.t. ,set)E '"((Rn)
j=1

] ] c '

ist elne topologische Abbildung von ~ ((Rn)auf! ((Rn).c c

Der Dualraum g~~((Rn)von ~ ((Rn)heißt Raum der temperiertenc c
Distributionen. Die Fouriertransformation für Distributionen

wird erklärt durch

(F,l(~» bedeutet dabei die Anwendung von F auf die Testfunktion

l(~).Die Fouriertransformation für Distributionen ist eine

topologische Abbildung von"&* ((Rn)auf ~* ([Rn).c c

Da!* der Dualraum eines nuklearen Raumes ist, kann mit Hilfec
des Satzes von Bochner und Minlos auf l* ein Wahrscheinlichkeits­c
maß definiert werden.
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2.2 überblick über die Theorie des komplexen weißen Rauschens

Im folgenden sollen einige Hilfsmittel bereitgestellt werden.

Beweise für die aufgeführten Aussagen sind z.B. in dem Buch

[19J von T. Hida zu finden.

Definition 2.1:

Eine Zufallsvariable X(w) auf dem Wahrscheinlichkeits­

raum (~', m', P'), die die Dichtefunktion

fex) =
1

v"2TI 0
e , 0>0,

besitzt, heißt normalverteilt mit den Parametern ~ und 0.

Man sagt auch, die Zufallsvariable X habe eine N(~,02) ­

Verteilung.

Z(w) sel nun elne komplexwertige Zufallsvariable auf dem

Wahrscheinlichkeitsraum (~, ffi, P), die den Erwartungswert

m (mE~) besitze. Werden mit X(w) und Y(w) der Real- bzw. der

Imaginärteil von Z(w)-m bezeichnet, so gilt:

Z(w) = m + X(w) + iY(w) .

Definition 2.2:

Z(w) = m + X(w) + iY(w) sel elne komplexwertige Zufalls­

variable. Wenn der Zufalls vektor (X,Y) eine rotations­

invariante zweidimensionale Normalverteilung besitzt,

heißt Z(w) eine komplexe Gaußsche Zufallsvariable.

Bemerkung: Für die Zufallsvariablen X und Y aus Definition 2.2

gilt:

(i) X und Y sind unabhängig,

(ii) EX = EY = 0,

(iii) D2X = D2y .



-11-

Definition 2.3:

Die Familie Z = {ZA; AEA} komplexwertiger Zufallsvariabler

auf (~, ill, P) heißt komplexes Gaußsches System, wenn für

jedes nEN und beliebige Koeffizienten c.E~ jede endliche]
n

Summe I c. ZA (w) eine komplexe Gaußsche Zufallsvariable
j=1 ] j

ist.

Bemerkung: Für beliebige Familien Gaußscher Zufallsvariabler

{XA} und {YA} ist ein komplexes Gaußsches System durch die
Vorgabe von Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix nicht

eindeutig bestimmt. Daher muß in Definition 2.2 die Rotations­

invarianz der Verteilung des Zufalls vektors (X,Y) gefordert

werden.

Die komplexen Gaußschen Systeme besitzen die folgenden

Eigenschaften:

(1) Ist Z eln komplexes Gaußsches System, dann ist jedes

Untersystem Z' c Z wieder eln komplexes Gaußsches System.

(2) Mit Z ist auch Z .- {ZA
System.

AEA} eln komplexes Gaußsches

(3) Ist Z = {ZA; AEA} elne Familie unabhängiger komplexer

normalverteilter Zufallsvariabler, so ist Z ein komplexes

Gaußsches System.

(4) Z = {ZA; ZA=mA+XA+iYA, AEA} sel komplexes Gaußsches System,

dann sind X := {XA; AEA} , Y := {YA; AEA} und X U Y

reelle Gaußsche Systeme.

Bemerkung: Die Familie X = {XA; AEA} reellwertiger Zufalls-

variabler heißt reelles Gaußsches System, wenn für jedes nEN
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n
und beliebige Koeffizienten a.E~ jede endliche Summe L a. XA.

] j=1 ] ]

eine normalverteilte Zufallsvariable ist.

(5) Z sei komplexes Gaußsches System und Z1' Z2 E Z:

Z1 und Z2 sind genau dann unabhängig, wenn

E{(Z1-m1)(Z2-m2)} = 0 ist.

(6) Die Kovarianzmatrix V ={v1 ; A,~EA} des komplexen Gauß­/\,~

schen Systems Z ist nichtnegativ definit. Darüberhinaus

gilt mit ZA=mA+XA+iYA:

E(XAX~) = E(YAY~)

-E(XAY~) = E(YAX~)

1
Re(vA ),

= 2" ,~1 Im(v A ).
= 2 ,~

Satz 2.1:

Zu jedem Vektor m = (mA; AEA, mAE~) und jeder nicht-

negativ definiten Matrix V = (v1 ; A,~EA, V1 E~)/\,~ /\,~

existiert ein eindeutig bestimmtes komplexes Gaußsches

System Z, dessen Erwartungswertvektor bzw. Kovarianz­

matrix m bzw. V sind.

Für elne komplexe Gaußsche Zufallsvariable Z(w) gilt:

E{ei(tz+sZ)} i(tm+sm)-tscr2= e , t, sE~ ;

m=E(Z); cr2=E(I Z-mI2).

Ist E(Z)=O, ergibt sich:

E(Zn) = 0 'v'n>O,

(0 ist das Kroneckersche Symbol.)
m,n
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Beispiel:

{B1(t); t>O} und {B2(t); t~O} selen unabhängige Brownsche

Bewegungen (s. Levy [25J), aus denen die Zufallsvariablen

Z(t) =

konstruiert werden. Die Familie {Z(t); t~O} ist dann eln

komplexes Gaußsches System. {Z(t); t~O} besitzt unabhängige

Zuwächse und es gilt E([Z(t)!2)=t für alle t.

Definition 2.4:

Das System

{Z(t,w); Z(t,w) =

heißt komplexe Brownsche Bewegung.

Gegeben sel die komplexe Brownsche Bewegung {Z(t)}, dann

sollen das System verallgemeinerter Funktionen {Z'(t)} und

Funktionale ~(Z'(t)) auf diesem System betrachtet werden,

wobei der Prozeß {Z(t)} als direkt gegeben vorausgesetzt

wird.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von {B'(t)} ergibt sich lm

Fall des reellen weißen Rauschens aus der Definition des ver­

allgemeinerten stochastischen Prozesses (!*, ~). Dabei wurde

das Gelfandsche Raumtripel (s. Gelfand, Wilenkin [4J, Band 4)

Ac L2(R1) c A* betrachtet und auf A*, dem Dualraum des

nuklearen Raums ! der schnell fallenden reellwertigen Test­

funktionen, das Wahrscheinlichkeitsmaß ~.mit Hilfe des

charakteristischen Funktionals

c CF';) =r

definiert (s. Hida [18J).
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Ausgehend von dem Paar konjugierter Räume ~ und ~* wird die

folgende Komplexifizierung vorgenommen:

~ = ~ + i J.> , (J!> ~ ! x ~ ),c c

,8 ~~ = ~ * + i~-l:- .C

Sind nun sE~ und zE~~~, so können diese Elemente ln der Formc c

s = ~ + in

z = x + lY x ,yEA*;

geschrieben werden.

Die kanonische Bilinearform <x,~> , die g und ~~~ verbindet,

kann auf natürliche Weise zur kanonischen Bilinearform <z,s>

zwischen ~ und~*, die tatsächlich konjugiert sind (s. Hidac c

[16J), erweitert werden. Aus den obigen Darstellungen für z

und s folgt:

<z,s> = <x,~> + <y,n> + i(-<x,n> + <y,~» .-

.- X(z) + iY(z).

Auf ~* (~ i!~~) werden -nun die Maße ~1 und ~2 eingeführt, aus

denen dann das Produktmaß v = ~10~2 konstruiert wird. Die

Maße ~1 und ~2 sind Gaußsehe Maße, die beide die Varianz ~

besitzen. Die kleinste von den Zylindermengen von~~ erzeugte

0- Algebra wird mit ffi bezeichnet. Mit~~~, ffi und vergibt sichc

der Maßraum (.g~~,ffi, v).c

Definition 2.5:

Der Maßraum (~~, ffi, v) heißt komplexes weißes Rauschen.
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Definition 2.6:

C(I:) .- J ei<z,I:>+i<z,l:> dv(z) =
~*c

ist das charakteristische Funktional des auf ~ *---------------- c
definierten Maßes v.

Bemerkungen:

(1) Jedes zE!~ kann nun als Realisierung von Z'(t,w) betrachtet
werden.

(2) Zur Abkürzung wird

(L2)c

die folgende Schreibweise eingeführt:

: = L 2 (,ß ~k, (B , v).c

(3) Für festes I:E~ ist <z,l:> als Funktion von z elne Zufalls­c

variable auf (!*, (B, v), d.h. <z,l:> ist (B- meßbar.c

(4) In der Darstellung <z,l:> = X(Z) + iY(z) sind, weil v das

Produktmaß der Maße ~1 und ~2 des reellen weißen Rauschens,

die beide die Varianz ~ besitzen, ist, X(Z) und Y(z) Summen

von 'jeweils zwei unabhängigen Gaußsehen Zufallsvariablen:

X(Z) und Y(z) haben beide eine N(O, ~{II~112+llnI12}) - Ver­

teilung. Für die charakteristischen Funktionen ~(X,y)(t,s)

des Zufallsvektors (X(z), Y(z)) und ~X(t) bzw. ~y(s) der

Zufallsvariablen X(Z) bzw. Y(z) gilt der Zusammenhang

Daraus folgt die Unabhängigkeit der Zufallsvariablen X(Z)

und Y(z).<z,l:> ist also eine komplexe Gaußsehe Zufalls­

variable.
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Die Zufallsvariablen der Form <z,s> besitzen folgende

Eigenschaften:

(i) E«z,s» = J <z,s> dv(z) = 0,!*c
(ii)

(iii) E«z,s1><z,s2» = (s1,s2)'

wobei (',.) das innere Produkt ln L2(R1) ist.c

Die Familie ~O := {<z,s>; sE& } istc

System auf (~*,ffi, v); der Abschlußc

eln komplexes Gaußsches

von 1+0 in (L2) ist wiederc

ein Gaußsches System und wird mit ~(1,0) bezeichnet:

'):.\-0,0)

1:1
1+-0 ((L2)-Norm) ~<--------) ..8c c

2' 1
(L (R )-Norm)c.

1:1
lt( 1 ,0 ) .•...( ------------) L~ (R 1 )

-0
Genauso kann auch ~ := {<z,s>; sE~ } betrachtet werden; derc

Abschluß von 1+0 in L~(R1) wird rt(0,1) genannt. Dann gelten die

Isomorphiebeziehungen:

tt( 1,0)

14-( 0,1 )
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Bemerkung: In der zweiten Beziehung

Zeichen für das konjugiert Komplexe

nur formal geschrieben.

wird der Querstrich als

des Raumes L2(R1) natürlichc

Es gilt 14-(1,0) -.L 1+(0,1)·

Definition 2.7:

1t1 := 1t-(1,O)e "H-(O,1)

heißt komplexes Wiener - Integral.

Bemerkung:

tt1

Wird in dem Polynom P(t1,t2, ... ,tn,t1,t2, ...,tn), das komplexe
n

Koeffizienten besitze, der Vektor (t1,t2, ...,tn)E~ durch

«z,s1>,<z,s2>, ...,<z,sn» ersetzt, heißt

cp ( z) = P (<z ,si> ,<z ,s2> ,...,<z ,sn>,<z ,si> ,<z,s2> ,...,<z ,sn»

ein Polynom in z, z. Das geordnete Paar (p,q) wird Grad des

Polynoms P genannt, wenn P vorn Grad p in t1,t2, ... ,tn und vorn

Grad q in t1,t2, ... ,tn ist.

Jedes Po'lynom ln z, z ist Element von (L2).c

Die Menge P der Polynome in z, z ist elne Algebra, darüber­

hinaus ist P dicht in (L2).c

Ist {w } eln vollständiges Orthonormalsystem (abgekürzt: VONS)n
ln L2(R1) dann ist das System der Polynome über {w }c ' n

P({w }) o-n {cp (z); cp ( z)= P (<z ,Wo> ,.•,<z ,w. >,<z ,Wo> ,..,<z ,Wo> )}
J1 Jn J1 Jn

dicht ln (L2).c
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Bevor nun auf die wichtige Rolle, die die komplexen Hermite ­

Polynome (Definition s. Ito [21J) in der Theorie des komplexen

weißen Rauschens spielen, eingegangen wird, soll kurz die

Menge der Exponentialfunktionale in z, z betrachtet werden:

Die durch die Menge {ei<z,s>+i<z,s>, sE~ } erzeugte Algebra Ac
ist dicht ln (L2).c

Mit der Abkürzung K(z,s)
i<z,s>+i<z,s>

= e ergibt sich für

2

cp(z)E(Lc):

Gilt J K(z,s) ~(z) dv(z) = 0.!*c
cp(z) = 0 v- f.ü ..

für alle sE~ , so folgtc

Nun sei H das komplexe Hermite - Polynom vom Grad (Pk,qk)Pk,qk

(die Definition und einige Rechenregeln für die komplexen

Hermite - Polynome sind im Anhang zusammengestellt):

Satz 2.2:

Die Menge endlicher Produkte

1{II---
k I-P-k-! -q-k-!

bildet ein VONS ln eln VONS ln

Drei wichtige Bezeichnungen müssen nun eingeführt werden:

Definition 2.8:

Ca) Jedes endliche Produkt der ,Form

wird ein Fourier - Hermite - Polynom über {w } ge----------------- n
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nannt; es besitzt den Grad (I Pk' I qk)'k k

(b) Der von der Menge

1
{TI ---- H ( < z , w. >, < z , w. », I Pk =m , I
k I~P-k-!-qk-!Pk ,qk Jk Jk k k

2
aufgespannte Unterraum ~ von (L ) heißt(m,n) c

komplexes mehrfaches Wiener - Integral vom Grad (m,n).

(c) 1+n

n

.- k~Oe H(k,n-k) ist das komplexe mehrfache

Wiener - Integral vom Grad n.

Es gilt der folgende wichtige

Satz 2.3: (Wiener - Ito - Zerlegung)

Die Transformation T, die (L2) auf elnen Raum"von Funktionalenc

über l abbildet, wird durchc

2 .
(L )3cp(z)c

definiert.

Beispiele:

(1) 1(z) = 1E(L2):c

= J!~~c
K(z,l;;)q;-(z)dv(z), I;;E~ ,c



-20-

C(r;) •

(2) cp(z) = H «z,w>,<z,w», IIwll=1,p,q

(3) cp(z) = TI 1 H «z,w. >,<z,w. »,

k y'-P-k-!-q-k-!Pk ,qk Jk Jk

Satz 2.4:

Zu jedem cpE~( ) existiert genau elne Funktionm,n

F
cp

mit

(i)
.m+n

= 1

(ii)
I [cp 11 2

(L )c
= Im! n ! I I F I I

r() 2 m+n'
't" ,L ([R )c

Bemerkung:

Funktionen

12([Rm) bezeichnet den Raum der quadratintegrablenc

über dem [Rm, die symmetrisch in allen Argumenten

. . . ( )E L"'2 (IRm)J"':)o,. -L"'2 (!Rn)slnd. Dle Funktlon F u1,···,u;u 1""'u ~cp m m+ m+n c c

ist also symmetrisch in den ersten m und in den letzten n

Argumenten. Sie ist nicht in allen Argumenten symmetrisch,

wenn n>O ist!

Folgerungen:
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3. GLEICHMÄSSIG DICHTE KOORDINATENSYSTEME IN DEN KOMPLEXEN

MEHRFACHEN WIENER - INTEGRALEN

Ein Ziel dieser Arbeit besteht darin, die Grundzüge elner

Differential- und Integralrechnung auf (L2) zu diskutieren,c

die in Übereinstimmung mit der Methode, die T. Hida in seinen

Arbeiten "causal analysis" nennt, steht. Um diese Methode ein­

führen zu können, muß notwendigerweise ein geeignetes Koordi­

natensystem auf dem Raum~~<, auf dem das Maß V definiert ist,c

angegeben werden. Das gesuchte System soll so beschaffen sein,

daß es ln jedem komplexen mehrfachen Wiener - Integral pt( )p,q

eln gleichmäßig dichtes Koordinatensystem liefert. Diese Vor­

aussetzung garantiert, daß der im Abschnitt 6 definierte

Levy - Laplace - Operator auf den Räumen 1+( ) von der Reihen-p,q

folge der Koordinaten unabhängig ist (vgl. Levy [24J, S. 247).

Zur Klärung des Begriffes "gleichmäßig dichtes Koordinaten­

system" sei das folgende Beispiel angeführt, das von P. Levy

stammt:

Es sei {~ } eln VONS in L2([0,lJ) und die Funktionen ~ (u,v)n n

und ~ (u) selen definiert durch:n

Es gilt natürlich

~ (u)n

1 n
= n Lj =1

1 n
= n L

j=1

1 1
f f
o 0

C(u) ~.(v),] ]

2
~.(u).]

2 1
~ (u,v) dudv = ~ 0 (für n~oo), d.h.n n

~ (u,v) konvergiert 1m Sinne der L2([0,lJ) - Konvergenz gegenn

Null. Für ~ (u) giltn
1
f ~ (u) du =
o n

1, woraus jedoch nicht

~ (u) ~ 1n 1m Sinn der L1([0,1)) - Konvergenz
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folgt. Ist diese Forderung jedoch erfüllt, Wle z.B. für das

System

{s k} = {1, 12 Sln 2knt, 12 cos 2knt; k~1}

ln L2([0,1J), so heißt das VONS {sk} gleichmäßig dicht.

Bemerkung:
Z .B .istlmRaumL2 (IR 1)dasSystem{sn}mit

u2
sn

(t)
1

H (u)
2

n..:::O,
= e

1hn

n
n!

/TI

eln gleichmäßig dichtes VONS. H (u) ist das Hermite - Polynomn
der Ordnung n.

Nach Definition 2.8(b) bilden die Fourier - Hermite - Polynome

der Ordnung (p,q) ein VONS in ~( )' Dieses System kommtp,q

jedoch für die hier angestellten Überlegungen nicht in Frage,

da es den Nachteil hat, daß aus ihm die zeitliche Entwicklung

bei der Analyse von Funktionalen der Brownschen Bewegung nicht

explizit abgelesen werden kann.

Es sei nun 12 elnen
1

Zerlegung des Parameterintervalls T c·R der

komplexen Brownschen Bewegung, die durch die Version

B(t,z) =

gegeben sel. Dabei sind B1(t,x) und B2(t,y) reelle Brownsche

Bewegungen und X[O,tJ die Indikatorfunktion des Intervalls [O,tJ.

Der Einfachheit halber wird im folgenden das Einheitsintervall

T = [0,1J betrachtet. Es sei P elne Zerlegung von [0,1J in nn

Teilintervalle, dann ist P 1 feiner als P :n+ n

P = {6.},n ] 6.= [t.,t. 1J,] ]]+
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Das Funktional

n-1

L Ifet. 1) - fet.)\2
j=O]+ ]

heißt quadratische Variation der Funktion fet).

Für das Intervall [0,1] gilt der

Hilfssatz 3.1:

Aus CP = max lt. 1 - t·1 + 0 efür n+oo) folgt:n ]+]

lim rr2 Be·,z) = 1 v- f.ü ..n
n+oo

Beweis: S. Doob [3], S.395.

Ist nun aber speziell P = {~.;n ]

~.B = Bet. 1'z) - Bet.,z)] ]+ ]

-n
\~.I = 2 },-ergibt sich mit]

= <z,X[ ]> :t. l' t.]+ ]

+ 1 v- f.ü ..

Folgerung: Formal definiert {dBet)}, das projektive System
Idt

~kB
von {---, ~k E 1-n' 7J-n uniform}, eln VONS ln 1+(1,0)' das

l1Lr0
gleichmäßig dicht ist.

Für HeO,1) und das System {dBet)} gilt elne entsprechende Aus-Idt
sage.

Ausgehend von dem so erklärten Koordinatensystem in We1,0)

kann mit Hilfe der komplexen Fourier - Hermite - Polynome

ein VONS in ~e2,0) konstruiert werden. Das System wird in

zwei Klassen eingeteilt:



(I)

(11)

dB(t1) dB(t2)

Idt1 Idt2

1 [dB(t1)] 2.f2 Idt1
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Die Einteilung in die Klassen (I) und (11) erklärt sich

folgendermaßen: Betrachtet man (I) als zufälliges Maß auf

dem R1, dann ergibt die Integration

ff f(u,v) dB(u) dB(v) Idu Idv ,
Idu Idv

"'2 2
f(u,v) E L (IR ), eln doppeltes komplexes Wiener - Integral.c

Dagegen liefert eine entsprechende Integration bezüglich des

durch (11) definierten zufälligen Maßes ein noch zu definierendes

(s. Abschnitt 4) verallgemeinertes Funktional des komplexen

weißen Rauschens.

Nach dem angegebenen Schema werden entsprechende Koordinaten-

systeme für alle ~( ) konstruiert; dabei wird wesentlich vonp,q

den Eigenschaften der komplexen Hermite - Polynome Gebrauch

gemacht. Die komplexen Hermite - Polynome mit Parameter werden

definiert durch

w~ (z Z'(J2) .­
p,q , ,

Ihre erzeugende Funktion ist

00 00I I
p=O q=O
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Spezialfälle:

HtJ 0 (z ,Z ; 0'2)

=1,
H-l:-(z Z· 0'2)

=z
1,0 ' ,

H-l:-(z Z· 0'2)

=zz-0'2
1,1 ' ,

H* ( - 2)

1 - 2
2O'2z)2,1 z,z;O'

=-(zz -2

H-l:-(z Z· 0'2)

=1(z2z2-4O'2zz+20'4)
2,2 "

4

Als Koordinatensystem ln ~( ) ergibt sich damit:p,q

(I)
P

TI { Hi , 0 ( B • (t J. ) , B· (t J. ) ;j =1
d~.) ~} x

J J

x
p+q

TI { HO , 1 (B • (t j ) ,B • (t j ) ;j=p+1

1
dt.) ~},

J J

(11) TI{ 1
H* (B' (t .),B' (t .);

1
~},dt. )

/p. !q.!

p.,q. J J J
J J J

J J
J

~

p.
=p, ~q.
=q,

J

J
J

J

alle

t.verschieden.
J

Wie im reellen Fall handelt es sich bei den in diesem Abschnitt

Systemen um formale Ausdrücke und keineswegs um "richtige"

Koordinatensysteme. Jedoch kann auch hier gezeigt werden,

daß Konsistenz mit den Zerlegungen ~n durch eine Additions-

formel besteht:

Aufgrund der Definition der komplexen Hermite - Polynome

mit Parameter über die erzeugende Funktion ergibt sich:



2 - ­
-G1tt+tz1+tz1

= e
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=

-CG~+G~)tt + tCz1+z2) + tCz1+Z2)
= e =

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

= I ql: -p-k q-j C - 2) -tktj C - 2)t t H* k . Z1'Z1;G1 H-k~,]'Z2,Z2;G2
k=O j=O p- ,q-]

woraus sofort

folgt.
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4. VERALLGEMEINERTE FUNKTIONALE DES KOMPLEXEN WEISSEN RAUSCHENS

4.1 Verallgemeinerte Funktionale

Das nachfolgende Beispiel macht deutlich, warum die Definition

verallgemeinerter Funktionale des komplexen weißen Rausehens

naheliegt:

Gegeben ist eine Folge {~k} von Funktionalen aus 1+(2,0). Diese

Folge konvergiert nicht in 1+(2,0) (Konvergenzbegriff: (L;)-

) W· . F . 1-/-(2) tU b
Konvergenz. lrd aber dleselbe olge ln ~(2,0) ~ ~(2,0) e-

trachtet, zeigt sich, daß {~k} in diesem größeren Raum einen

Grenzwert besitzt:

Beispiel: Eine Version der komplexen Brownschen Bewegung sel

gegeben durch

und {lk}' l k ={ 6k.}, sei eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge
J

des ~1 in disjunkte Intervalle.

6k.B(t,z)
=B(tk. 'z)-B(tk.'z)=<z,X6

>

.J
J+1Jk.

J

Das

Funktional

<z,X6 >

2

k.~k (z)

=IK (2)ak. J

16k .I,ak.E0:,

16k.1
k. J JJ

J
J

K(2)

reelleKonstante,

liegt in 1+(2,0). Die Anwendung der Transformation T auf ~k

liefert (sE)! ):c
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= i2 C(s) I K(2) ak. JJs(u) s(v)
k. ]]

du dv

Weiter soll vorausgesetzt werden, daß gilt:

K ( 2) I ak. Xt:. (u )
k. ] k.] ]

Die Zerlegung Zk wird nun so fein gewählt, daß in der letzten

Gleichung das Doppelintegral durch eine Riemannsche Doppel­

summe bezi,iglich~ ~rsetzt werden kann:

x

XA (u) XA (u)
Llk. m Llk. n] ]

I t:. I 2k.]

XA (u)
Llk. n

]
I t:. I 2k.]

(alle Summanden der Doppelsumme, für die k.#n gilt, ver­]
schwinden)

Die Zerlegung ~k wird nun mit wachsendem k immer feiner,

woraus schließlich folgt:
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i2 C(s) J f(u) s2(u) du kann aber nicht das Bild elnes

Funktionals aus ~(2,0) unter der Abbildung T seln (s. Satz 2.4).

Eine andere Schreibweise zeigt den Weg zur Definition ver­

allgemeinerter Funktionale des komplexen weißen Rauschens:

Der oben beschriebene Grenzübergang

(T~k) + i2C(s) J f(u) s2(u) du

wurde im Bildraum der Transformation T durchgeführt. Da T elne

eineindeutige Abbildung ist, kann der entsprechende Vorgang

auch im Urbildraum betrachtet werden. Bei einem solchen Grenz­

übergang ergibt sich als Grenzwert einer Folge quadratischer

Funktionale des komplexen weißen Rauschens eln Funktional,

das nicht mehr in 1+(2,0) liegt. Allerdings ist dieser Grenzwert

durch die Folge von Funktionalen aus1+c2,0) eindeutig festge­

legt; er bekommt den Namen

d 1· t . h ..t . d . "U- ( 2 )
un leg, wle SlC spa er zelgen wlr ,ln rr(2,0)

Bevor der Begriff des verallgemeinerten Funktionals des kom­

plexen weißen Rauschens definiert werden kann, muß noch die

folgende Bemerkung gemacht werden:

Für die Einführung verallgemeinerter Funktionale des reellen

weißen Rauschens (s. Hida [19J) ist es wesentlich, daß die

Transformation Tr
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-_ J ei<x,~> 2 0( T rc.p ) (~ ) c.p(x) d lJ (x), c.p E (L ), ~ E A ,
..&*

den Raum (L2) auf elnen Hilbertraum mit reproduzierendem Kern

(abgekürzt RKHS = reproducing kernel Hilbert space) abbildet;

d.h. (L2) ist einem RKHS isomorph (s. Hida, Ikeda [7J).

Im Fall des komplexen weißen Rauschens kann der Raum der

quadratintegrablen Funktionale geschrieben werden als

(s. Hida [16J). Auf dieselbe Weise Wle ln [18J kann gezeigt

werden, daß die Einschränkung von Tauf (L2)x

(TI (L2)\{J)(~) = J e2i<x,~>
x ,8*

\{JE (L2),~E..&,x

\fex) dlJ (x) ,lD2

und (L2) elnem RKHS isomorphy ,

TI (L2) und
y

der Räume (L2)xTensorprodukt

den Raum (L2) ebenfalls auf elnen RKHS abbildet. Dasselbe giltx

(L2). Dann ist aber auch (L2) das
y c 'natürlich für

(s. Aronszajn [lJ, S. 361).

Nach Satz 2.4 gibt es zu jedem c.p E 1+( ) genau elne Funktionm,n

( Tc.p ) ( /;;) =

.m+n
= 1 c(/;;) J .• J F (u1,··,u;u l' .. 'u ) x

c.p m m+ m+n
(Rm+n
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(T~)(S) heißt die Integraldarstellung des Funktionals ~ und

F ist der Kern der Integraldarstellung.~

Im weiteren wird der Begriff des Sobolevraumes der (u.U. ge­

brochenen) Ordnung m über dem Rn benötigt (s. Lions, Magenes

[26J, S. 30):

heißt Sobolevraum der Ordnung m über dem ~n.

Mit der Norm

Il\vlll m n
S (IR )

wird Sm(Rn) eln Hilbertraum. Der Schnitt

m+1 n+1

{S 2 (~m) 0 S 2 (Rn)} n {12(lRm) 0 L2(~n)}c c

m+1 n+1

wird mit S--2-'~lRm+n) bezeichnet.

m+1 n+1

Der Raum S--2-'--2-isteln Unterraum von 12(Rm) 0 ~2(~n). Diec c
eineindeutige Transformation T liefert eine Abbildung des

mehrfachen Wiener - Integrals 1+( ) auf 12(~m) 0 L2(Rn). Esm,n c c

liegt also nahe, die folgende Definition zu geben:

Definition 4.1:

m+1 n+1

ltCm+n) .- {~; F E S--2-'--2-CRm+n)} .
Cm,n) .- ~
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Bemerkung: Mit der Norm

I l<:p I I Cm,n) Im!n! IIIF<:p111m+l

S 2

n+l

o S 2

elnist ltCm+n)
Cm,n)

ist stetig.

Hilbertraum und die Einbettung ~CCm+n))c ~C )m,n m,n

D D 1 ~Cm+n) d . 1,-Cm+n) b . h . der ua raum von"C )' er mlt ~C ) ezelC net Wlr ,m,n m,n

wird folgendermaßen definiert:

m+l n+l m+l n+l

Jedem G E S---2-' 2 CRm+n), dem Dualraum von s--2-'--2-CRm+n),

wird ein <:PGvermittels der Abbildung T-1 so zugeordnet, daß

[G , F]
m,n

q,-Cm+n) d ~Cm+n) bl't" un tT zw.
Cm,n) Cm,n)

f" E '"\1 Cm+n). '\1 Cm+n) .ur alle <:PF TTC ) gllt, d.h. rtC ) wlrd als Raum der Test-m,n m,n

funktionale angesehen, woraus sich Cs.u.) dann auch der Begriff

des verallgemeinerten Funktionals ableitet. Die Funktion

m+l n+l _
"--2-'--2- m+n .

FES C~) lst der Kern der Integraldarstellung von <:PF.

{. ,.} bzw. [',.] sind die kanonischen Bilinearformen, die

m+l n+l m+l n+l

S--2-'--2-C~m+n) und S---2-'---2-C~m+n)

verbinden. Mit stetigen Einbettungen von rechts nach links gilt

also:

ltCm+n) c 1+ c ~-Cm+n)Cm,n) Cm,n) Cm,n)·

11 I1 sel die Norm in 1+-CCm+n)), die ]a durch die Norm ln• -Cm,n) m,n
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m+1 n+1

S---2-'---2-Cffim+n) bestimmt wird:

co m C )

.- {cp; cP= L k~-O CPCm-k,k)' CPCm-k,k) E ftC:-k,k)'m=O

00 m

m~o k~O 11 cPCm-k,k) 1I ~m-k,k) < oo}

Jedes cP E CL2)- läßt sich ln der Formc

00 m

cP = L L CPCm-k,k)'m=O k=O

-Cm) 00 m 2

cPCm-k ,k) E 1tCm-k ,k) , L L IlcpCm-k k) Il
m=O k=O ' -(m-k,k)

schreiben.

Definition 4.2:

Ca) cP E CL2)- heißt verallgemeinertes Funktional desc
komplexen weißen Rauschens.

< co

C) E'LI-(m+n) h °ß ° F' d
b cP rr Cm ,n ) el t _v_e_r_a_l_l_g_e_m_e_l_n_e_r_t_e_s__ u_n_k_t_l_o_n_a_l__ e_s

komplexen weißen Rauschens vom Grad Cm,n).

Bei der Behandlung des Beispiels vom Anfang dieses Abschnittes

war die Frage offen geblieben, ob das verallgemeinerte
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Funktional

tatsächlich ln ~(~~b)liegt. Diese Lücke soll nun geschlossen

werden:

Die T- Transformierte des betrachteten Funktionals ist

= i2 C(s) JJ f(u;v) 8(u-v) s(u) s(v) du dv.

Die Fouriertransformierte des Kerns F(u,v)

berechnet sich aus

= f(u+v) 8(u-v)
2

es gilt also:

(F ,'~('n) =

=
1

2Tf
JJJJ f(u;v) 8(u-v)

woraus folgt:
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l(F) =

Nun ist aber

3

F E S-2([R2) = {v; v E~~(R2), 21 2 3/41(v) E L;(IR2)},
(1+tl+t2)

weil

= 1 ff If
47[2

eiU(t1+t2) f(u)

(1+ti+t~)372

Zur Erleichterung der Übersicht sind auf S. 37 die in diesem

Unterabschnitt betrachteten Räume zusammengestellt. Das

Zeichen 4 bedeutet die stetige Einbettung eines Raumes in

den anderen. Der Doppelpfeil ( ) steht für die einein-

deutige Zuordnung zweier Räume.



m+1 n+1

S--2-'--2-C~m+n)~I r

m+1 n+1
~2 n A----'----

o LcC~ ) ~ /m!n! S 2 2 CRm+n)

Kerne der

Integraldarstellung

mehrfache komplexe

Wiener - Integrale

Integral­

darstellung

Funktionale

! -+ iCc

/m!n!

,»Cm+n)
Cm,n)I

g) Cm+n)Cm,n)

1
~ Cm+n)

Cm,n)

~

Ci-

~

Im!n! i2ClRm)

C I
'WCm,n)

1
WCm,n)!
"-

~Cm,n)

4

q

c:;

'\1-Cm+n)
Cm,n)

1
;l) - Cm+n)

Cm,n)

t
i-Cm+n)Cm,n)

Ir­
eD
I

roCm,n)
.m+n - -

.- {l CCs) UCs,s); UCs,s) =

F E ~2C~m) 0 ~2C~n)}
<:p c c '

J .. J F fu1'..'U;U 1' ..'U + ) x
<:p m m+ m n

IRm+n

x sCu1)·'scu )~Cu 1)··~CU ) du1··du ,m m+ m+n m+n

~

~Cm,n) := {UCs,~); im+n CCs) Ucs,~).E ~Cm,n)}·
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4.2 Komplexe zufällige Maße

Das Beispiel aus Unterabschnitt 4.1 wird folgendermaßen ver­

allgemeinert: Es sei {2k} eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge
1

des ~ , Zk = {~k.}· Dann liegt das Funktionall

= KCp) x

ln 1+Cp,O)' Dabei sind

~k.
B~k.B

1
l.l.

1x
11H~':- JJ

I~k.I
j=1

p. ,0

I~k.
II~k.II~k.J

l.
l.

l..l.J

J
JJ

a E ~, KCp) ist elne reellek. , .. ,k.
l1 II

Konstante und es gilt L p. = p.
j J

Die Anwendung der Transformation L liefert CsE~):c

C1(:pk)Cs)=

KCp)
1
11

j=1

x~k.l.
J

I ~k. I
l.

J

, s

p.]

a KCp) f··! sCu1)··sCup).xk. , .. ,k.
l1 II ~p
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x x

Nun wird eln dem aus dem Beispiel aus 4.1 analoger Grenzüber­

gang durchgeführt(Zk so fein, daß das p- fache Integral als

p- fache Riemannsche Summe geschrieben werden kann u.s.w.).

Unter der Voraussetzung, daß

K(p)

für feiner werdende Zerlegungen :t k gegen die Funktion

f(u1, ..,ul) E L;(Rl) geht, konvergieren die T- Transformierten

(Tcpk) gegen

Das Funktional (Tcp)(s) liegt in

"b d' ",-(p) d
u ergang, er ln ~ (p+O) zu em

-(p)
ID(p+O)' Analog zu dem Grenz-

Funktional (Tcp)geführt hat,

wird vermittels der eineindeutigen Transformation Tein

. -(p)
entsprechender Grenzübergang ln ~(p+O) betrachtet: Die Folge

von Funktionalen {cpk}' deren Glieder alle in ~(p,O) liegen,

konvergiert gegen einen Grenzwert cp, der nicht mehr in ~(p,O)'

. 'lJ-(p)
wohl aber ln ~(p,O) zu finden ist. Dieser Grenzwert wird ge-

schrieben als
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cp(z)

u. verschieden .für j=l, ... ,1; Ip. = p.] . ]]

Definition 4.3:

1
TI oM (du.)

j=l Pj ]

1
TI { H* 0 (B .(u.),B· (u .);et-) du.}, u. ~uk

j=1 Pj , ] ] uj ] ]
für k~j

o sonst

Damit ergibt sich sofort die wichtige

Folgerung:

1
TI oM (du.), Ip. =

j=l Pj ] j ]

Integrale bezüglich

P, ist eln komplexes zufälliges Maß.

. -(p)
dieses Maßes liegen ln ~(p,O) und es gilt:

T[ ~ oM (dU.)] = K(p) ~ {ePj du ---du}j=l Pj ] j=l u 1 Pj

wobei das Maß eP du ---du gegeben ist durchu 1 P

J - - J f(u, ...,u) du

Definition 4.4:

1
TI oM (du.) heißt eln verallgemeinertes komplexes

j=l Pj ]

zufälliges Maß.
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Bemerkungen CEntsprechendes gilt für den Fall des reellen

weißen Rauschens, s. Hida [19J):

Cl) Integrale bezüglich verallgemeinerter komplexer zufälliger

Maße werden nicht als Integrale im gewöhnlichen Sinn,

sondern als stetige Analoga von Polynomen verstanden.

p

(2) Integrale bezüglich TI oM.Cdu.) liegen in ~Cp,O)' d.h.
j=l ] ]

sie sind Elemente des komplexen mehrfachen Wiener ­

Integrals der Ordnung Cp,O).

~-Cp)
(3) Nicht jedes Element von ffCp,O) kann als Integral bezüglich

elnes komplexen zufälligen Maßes dargestellt werden.

Um noch zwel von P. Levy stammende Bezeichnungen einzuführen,

folgt die

Definition 4.5:

Ein Funktional der Form

J .. J fCu1,··,up) sCu1)··sCup) du1··dup

RP

heißt eln reguläres Funktional, während eln Funktional

der Gestalt

eln normales Funktional genannt wird.
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5. FUNKTIONALE AUF ~------------c-

Aus den Zusammenhängen, die in der Abbildung auf S. 37 dar­

gestellt wurden, ist ersichtlich, daß zwischen den Elementen

der Räume der komplexen verallgemeinerten Funktionale ~-((m+n))m,n

EI d R" ~ - (m+n). .. d . Z
und den ementen er aume~( ) elne elneln eutlge u-m,n

ordnung besteht. Es ist also möglich, Eigenschaften von

F k· I ~ - (m+n) h d d d· .
un tlona en aus~( ) zu untersuc en un ann le Ergebnlssem,n

auf die entsprechenden Funktionale aus ~-((m+n))zu übertragenm,n

.. 'lJ-(m+n). .bzw. Sle ln ~( ) zu lnterpretleren.m,n

Ziel der Untersuchungen in den Abschnitten 5 und 6 ist, elne

Differentialrechnung für die komplexen verallgemeinerten Brown-

sehen Funktionale aus den Räumen ~~~:~) vorzuschlagen und

elnlge Ergebnisse herzuleiten. Die entsprechenden Funktionale

in den Räumen 0(~:~) sind Abbildungen von..&c nach lC. Die

Topologie des Raumes ~ wurde im Abschnitt 2.1 besprochen.c

5.1 Frechet- und Gateaux- Differentiale

U(s), sE ~ , sel eln bezüglich der auf ~ eingeführtenc c

Topologie stetiges Funktional. Ein Funktional heißt linear,

wenn es additiv und stetig ist.

Definition 5.1:

oU(s;os) heißt Frechet - Differential oder Frechet ­

Variation von U(s), wenn gilt:

(i) oU(s;os) ist linear in Os, osE! ,c

(ii) Iu(s+os) - U(s) - oU(s;os)\ = o(os)

für 0s -+ 0 in ..8 •c
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Falls das Frechet - Differential elnes Funktionals existiert,

ist es gleich dem Gateaux - Differential dieses Funktionals,

das wie folgt definiert wird:

Definition 5.2:

UCs) sel ln elner Umgebung des Punktes So definiert.

Wenn dann für jedes osE! der Differenzenquotientc

UCSO+A os) - UCsO)

A

A E lC,

elnen wohldefinierten Grenzwert besitzt, gleichgültig

auf welche Weise A gegen Null geht, heißt dieser Grenz­

wert, oUCsO;os), Gateaux - Differential oder Gateaux -

Variation von UCs) an der Stelle sO'

Bemerkung: UCs) kann auch als Funktional UC~,n) der beiden

Veränderlichen ~ und n C~,nE!) aufgefaßt werden, da ja

s = ~ + in gilt. Die partiellen Frechet - bzw. Gateaux ­

Differentiale von UC~,n) bezüglich ~ und n werden dann

analog zu den Definitionen 5.1 und 5.2 erklärt.

Das Funktional UCs) heißt ganzes Funktional vom Grad n, wenn

UCAs1+~s2) ln A und ~ eln Polynom vom Grad n ist. Handelt es

sich dabei um ein homogenes Polynom, ist U ganz und homogen

vom Grad n. Im Spezialfall n=2 heißt U dann quadratisches

Funktional.

Definition 5.3:

82UCS) wird zweite Variation von UCS) genannt, wenn gilt:

Ci) 02UCs) ist ein quadratisches Funktional von os,

osE! ,. c

Cii) UCs+os) - UCs) - {oU + lo2U} = OCCos)2).2
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5.2 Analytische Funktionale von ~ nach ~----~-~--------------'c----

Im Abschnitt 5.3 soll der Begriff "analytisches Funktional des

komplexen weißen Rauschens im Sinne von Gateaux" definiert

werden. Zunächst wird daher hier die Theorie analytischer

Funktionale, die von ~ nach ~ abbilden, bereitgestellt. Diec

folgende Darstellung hält sich im wesentlichen an die Arbeit

von Taylor [29], zu der allerdings ein wichtiger Unterschied

besteht: Taylor betrachtet Funktionale, die von einem Banach­

raum E in einen Banachraum EI abbilden. Im vorliegenden Fall

sind die Funktionale jedoch auf dem Raum ~ , der mit der inc

Abschnitt 2.1 besprochenen Topologie versehen ist, definiert.

Der Topologische Vektorraum ~ ist zwar vollständig, aber nichtc
normiert.

Definition 5.4:

UC~) sei auf der offenen Menge D C ~ definiert. UC~)c

heißt analytisch in D, wenn dieses Funktional stetig in

D ist und in jedem Punkt von Dein Gateaux - Differential

besitzt.

Ein Funktional heißt analytisch im Punkt ~O' wenn es ln

elner ganzen Umgebung von ~O analytisch ist.

Die Grundlage für die Untersuchung analytischer Funktionale

liefert der

Satz 5.1:

UC~) sei stetig in der offenen Menge D c ~ . U(~) istc

genau dann analytisch in D, wenn für jedes n>O die

Funktion UCa1~1+a2~2+··+an~n)' ajE~, eine analytische

Funktion von Ca1,a2, ..,an) für alle Ca1,a2, ..,an) und

alle C~1'~2""~n)' für die a1~1+a2~2+··+an~n E D gilt,

ist.
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komplexen

la.-ac:'l<r.,] ] ]
partiellen

der Multiplikation mit einer

Zahlen r., l<j<n, so daß für] = =

alsl+a2s2+···+ansn in D liegt. Die

von UCalsl+a2s2+···+ansn) nach

l..::J~,n,auch

Ableitungen den a. sind dann]
Gateaux - Differentiale von UCs) an Punkten von D.

keit der Addition und

Zahl in ~ existierenc

Satz 5.2:

Ist UCs) analytisch in D, so besitzt es dort Gateaux ­

Differentiale beliebiger Ordnung und das n- te

Differential ist symmetrisch in den n Zuwächsen.

Beweis: Die partiellen Ableitungen von UCalsl+a2s2+···+ansn)

nach den a. sind stetige Funktionen der a. und bei mehrmaligem] ]
Differenzieren darf die Reihenfolge der Differentiationen

beliebig gewählt werden.

Der folgende Hilfssatz wird für den Beweis von Satz 5.3 be­

nötigt:

Hilfssatz 5.1:

UCs;T) sei eln komplexwertiges Funktional, das für s
aus der offenen Menge D c~ stetig ist. T sei aus einerc

kompakten Menge G c [. Für sOED ist UCs;T) dann sogar

gleichmäßig stetig in So bezüglich T.

Beweis: Die Behauptung sei falsch. Dann existieren eln E>O

und eine Folge {s ; s ED}, s + sO' und jedem n kann ein Tn n n n

zugeordnet werden, so daß gilt:

Iucs ;T ) - UCSO;T )1 > E: ""n.n n n

Als kompakte Menge ln [ ist G nach dem Heine - BoreIschen Satz
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abgeschlossen. D.h. für die Folge {T ; T EG} kann vorausgesetztn n

werden, daß Tn + TO' TOEG, gilt. Daraus folgt für alle n die

Ungleichung

o < E: < IUCl; ;T ) - UCl;O;T )\ <n n n

Wegen der Stetigkeit von U in l;O geht der letzte Ausdruck für

n+oo gegen Null. Damit ist ein Widerspruch konstruiert.

Satz 5.3:

Das Gateaux - Differential oUCl;;ol;)des analytischen

Funktionals UCl;) ist ein analytisches Funktional von

l; für festes ol;; außerdem ist es linear Cd.h. additiv

und stetig) in ol;.

Beweis: a) Zu zelgen: oUCl;;ol;)ist eln analytisches Funktional

von l;.

Sei also UCl;) analytisch in D c~ . Wegen Satz 5.2 genügt es,c

nachzuweisen, daß oUCl;;ol;)für festes ol; stetig ln D ist. Es

seien also l;OED und ol;E~c. Dann existieren elne Umgebung ACl;O)

von l;O und elne positive reelle Zahl r, so daß für l;EACl;O)und

alle T, ITI~r, die Funktion l;+TOl; in D liegt. UCl;+TOl;)ist

also für ITI~r elne analytische Funktion von T Cs. Satz 5.1).

Ist C der Kreis mit dem Radius r um den Nullpunkt in ~, ergibt

sich aus der Cauchyschen Integralformel Cac := {T; \TI=r}

ist der Rand des Kreises C):

T=O

1
= 21Ti dT,

woraus die Abschätzung
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lou(,;o,) - oU('o;o,)1 < 2; I

ac

folgt. Die Stetigkeit von oU(s;Os) 1m Punkt So ist gesichert,

wenn zu jedem €'>O eine Umgebung B(sO) von So existiert, so

gilt. Da ac aber kompakt 1n ~ ist, folgt die Behauptung aus

Hilfssatz 5.1.

b) Zu zeigen: oU(s;os) ist additiv in OS.

s0ED; a, ßEiC; 0 sl' 0 s2E .&c;n := a0 s1 + ß0 s2.

U(sO+Tn) ist e1ne analytische Funktion von T an der Stelle

T=O, d.h. es existiert die Entwicklung

Anders gesehen ist mit P1=Ta und P2=Tß die Funktion der beiden

Variablen P1 und P2 U(sO+P1os1+P2os2) analytisch in P1=P2=O:

Der Vergleich der 1n T linearen Glieder beider Entwicklungen

liefert:
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=

T=O

aU(sO+P1os1+P2os2)
= C/.----------I

ap1

aU(sO+P10s1+P20s2)
+ ß---------

P =P =0 ap21 2 P =p =01 2

Dies ist jedoch genau die Glei~hung

c) Zu zelgen bleibt die Stetigkeit von OU(sO;os), wobei es

wegen b) hinreicht, die Stetigkeit an der Stelle os=O nach­

zuweisen: Sei Os aus einer Nullumgebung in ~ und r so ge-c

wählt, daß für alle Taus C = {T; ITI<r} sO+TOs noch in D

liegt. Da dann U(sO+TOs) elne analytische Funktion von T lm
Kreis C ist, gilt:

U(sO+TOs)-----,dT =

T2

1
2'ITi

J U(sO+TOs) - U(SO)

---------- dT.
T2

ac

Aus der vorausgesetzten Stetigkeit von U(S) ln So folgt dann

die Stetigkeit von OU(sO;os) für os=O.

Satz 5.4:

U(S) sel analytisch in D. Für jedes neN gilt:

(i) Für feste oS1, ...,osn ist onU(S;OS1, ... ,osn) eln

analytisches Funktional von s in D.

(ii) onU(S;oS1" ..,osn) ist stetig im (n+1)- Tupel

(s;os1, ... ,osn) für alle Punkte seines Definitions­

bereichs.
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Beweis: Daß onU(s;os1, ... ,osn) eln analytisches Funktional für

sED ist und daß es linear für jedes os-, 1~j~n, (einzeln) ist,]
folgt aus Satz 5.3.

Zu zeigen bleibt (ii): Zuerst wird bewiesen, daß

onU(s;os1, ...,osn) stetig in (s;os1) ist. Dazu sei E>O vorge­

geben, dann können, wegen der Stetigkeit von onU(s;osl, ...,osn)

in s und der Stetigkeit des Funktionals in oS1' Nullumgebungen

A und A1 in~c gefunden werden, so daß für hEA und h1EA1 gilt:

Anschließend wird genauso die Stetigkeit von

OnU(s;os1,os2, ...,osn) für (s;osl,os2) gezeigt u.S.w., bis

schließlich mit vorgegebenem E>O folgt:

Die letzte Abschätzung kann wegen der bereits nachgewiesenen
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Stetigkeit in Cs;os1"" ,osn_1) und der Stetigkeit

immer erreicht werden.

Folgerung: Das Differential onUCs;os1, ...,osn) ist für jedes

sED ein symmetrisches, multilineares Funktional von

oS1, ... ,osn' Insbesondere ist

n
:= 0 UCs;os, ...,os)

stetig ln Cs;os) und homogen vom Grad n in Os.

Sa.tz 5.5:

UCs) sei analytisch in der Umgebung D c!c von sO'

Dann besitzt UCs) für sED die Entwicklung

UCs) =

00

L
n=O

1 n
r 0 UCsO;s),n.

Ist weiter A eine abgeschlossene Untermenge von D,

so konvergiert diese Reihe absolut und gleichmäßig

ln jeder kompakten Teilmenge G von A.

Beweis: O.E.d.A. sei sO=O. In!c ist die Multiplikation mit

komplexen Zahlen eine stetige Operation, denn ~ ist elnc

topologischer Vektorraum. Das hat zur Folge, daß für jedes

sED eine Umgebung VCs) von s und eine Menge komplexer Zahlen

A = {A; I A-1 I<p, p>0 } existieren, s0 daß {A ~; AEA, ~EV CU} cD.

Zusammenfassend ergibt sich: Es existiert eln E>O, so daß mit

sED auch C1+K)sED für alle KEC mit IKJ<E. Da weiter D elne

normale Nullumgebung ist, folgt, daß die Menge

ganz ln D enthalten ist.

Es sel nun C = {T; JTI~1+~} der Kreis mit dem Radius r=1+~

um den Nullpunkt in ~.
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Die Funktion ~(T) = U(Ts) ist nach Satz 5.1 analytisch ln C und

es gilt:

~(1) =

00

L
n=O

1 ~(n)(O),n! ~(O) (0) = ~(O).

Diese Entwicklung ist gleichwertig zu

U(s) =

00

L
n=O

1 n
n! <S U(O;s).

Aufgrund der Cauchyschen Integralformel gilt:

1 ~(n) (0) =n!
1

2ni

Ist nun A elne abgeschlossene Teilmenge von D und G c A, G

kompakt, so folgt aus der Kompaktheit des Randes ac von C,

daß auch die Menge G* = {Ts; TEaC, sEG} kompakt ist. Die

Funktion IU(Ts)\ ist daher (s. Hewitt, Stromberg [sJ, S. 74)

auf G* beschränkt:

Es gilt also

1
2n

J U(TO
dT

n+1
T

ac

< M
nr

Wegen r>1 , konvergiert die Reihe

gleichmäßig für sEG.

00

L
n=O

1 n
n! <S U(O;s) absolut und
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Satz 5.6:

Die Summanden der Reihe

00

U (1';) = L Uk (c:.; )k=O

selen ln der offenen Menge D c ~ analytische Funktionalec

und die Reihe konvergiere gleichmäßig in jeder kompakten

Untermenge jeder abgeschlossenen Teilmenge von D:

Die Reihe U(c:.;)konvergiert dann und definiert ein

in D analytisches Funktional. Die Gateaux - Differentiale

von U(c:.;)können durch gliedweise Differentiation be­

rechnet werden.

Beweis: a) Zu zeigen: U(c:.;)ist stetig auf D.

c:.;osei ein beliebiger Punkt aus D. D ist offen, also liegt mit

c:.;onoch eine ganze Umgebung V(c:.;O)in D. Als topologischer

Vektorraum ist~ regulär, d.h. es existiert eine Umgebungc

W(c:.;O)'für deren Abschluß W(c:.;O)gilt:
~

W(c:.;O)c W(c:.;O)c V(c:.;O)c D.

Von der Umgebung W(c:.;O)kann angenommen werden, daß sie be­

schränkt ist, d.h. sie ist kompakt, weil! vollkommen ist.c

Insgesamt folgt: Zu jedem c:.;OEDkann elne kompakte Menge ge-

funden werden, die Umgebung von c:.;oist und die selbst ganz

in D liegt. Es sel nun E>O vorgegeben, dann folgt:

(i) V /\
nOE N n>nO

n
da L Uk auf W(c:.;O)gleichmäßig konvergiert.

k=O

(ii) Die Uk (k=O,1,2, ...) sind analytische Funktionale ln D,
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d.h. es gilt:

Zusammengefaßt ergibt sich also für alle s aus der Umgebung

ACsO) die Abschätzung

der Umgebung WCsO)' Für

reelle Zahl aO>O, so daß

00

b) Die Reihe UCs) = L UkCs) konvergiert gleichmäßig auf
k=O

beliebiges osEl existiert einec

für alle a mit lal~ao folgt

So + aos E WCsO)' Daraus ergibt sich, daß in ~ eine Null­

umgebung BO = {a; lai ~ aO} existiert, so daß die Funktion

00

UCs+aos) = L UkCs+aos)k=O

ln BO gleichmäßig konvergiert. Die UkCs+aos) sind analytische

Funktionen von a, also ist UCs+aos) an der Stelle a=O

analytisch. Der Rest des Beweises folgt aus Satz 5.1 und

dem Satz von Weierstraß Cs. Peschl [27J, S. 129).

In der Darstellung

sind URC~,n) und UIC~,n) Funktionale von zwel Variablen

über ~.
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Satz 5.7:

UCs) ist genau dann ln der offenen Menge D c 4c

analytisch, wenn

Ci) die Funktionale URC~,n) und UIC~,n) stetig sind

und stetige erste partielle Gateaux - Differen­

tiale in allen Punkten von D besitzen und

Cii) die Gleichungen

O~uRC~,n;op) =

°nURC~,n;op) =

o UI(~,n;op)n

-o~uIC~,n;op)

ln D für beliebiges op E ! erfüllt sind.

Bemerkung: Die beiden Gleichungen aus Cii) werden Cauchy ­

Riemannsche Differentialgleichungen für Gateaux - Differen­

tiale genannt.

Beweis von Satz 5.7: a) UCS) sei analytisch ln D c ~ .c

UCs) ist dann in D stetig und das Gateaux - Differential

oUCs;os) ist stetig in S, linear in Os und stetig in Cs,os):

oUCs;os) = lim i{UCs+Aos) - UCS)}.
A+O

Sei speziell Os = op + i·O, A = 1 E R:

oUCs;op) = lim i {URC~+lop,n) - URC~,n)} +1+0

+ i lim i {UIC~+lop,n) - UIC~,n)}.1+0

Der links stehende Grenzwert existiert nur, wenn die beiden

rechts stehenden Grenzwerte existieren. Es gilt:
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Genauso ergibt sich

Ein Vergleich der beiden letzten Gleichungen liefert die

Cauchy - Riemannschen Differentialgleichungen für Gateaux ­

Differentiale. Darüber hinaus sind die partiellen Differen­

tiale stetig in (~,n;op) für ~+in E D und opE ! (Linearität

in op!). Daß UR(~,n) und UI(~,n) stetig sind, folgt aus

der Stetigkeit von U(~).

b) UR(~,n) und UI(~,n) selen nun stetig mit stetigen partiellen

Gateaux - Differentialen an allen Punkten von D und es gelten

die Cauchy - Riemannschen Differentialgleichungen für

Gateaux - Differentiale. Ferner seien o~ E ~ (o~ = o~ + ion)c

beliebig, ~ E D und A = s+it eine (betragsmäßig) kleine

komplexe Zahl:

=

UR(~+so~-ton,n+to~+son) - UR(~,n)
= ------------------- +

s+it

+ i
s+it

Die Funktion

ist stetig und besitzt ln elner Umgebung des Nullpunktes
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des R4 stetige Ableitungen nach allen Variablen. UR ist

dort also total differenzierbar, d.h. es gilt:

s~ul +t dUI +u~ul +dS R[(0,0,0,0) dt R (0,0,0,0). dU R (0,0,0,0)

d

+ v dV URI + ((s,t,u,v)(0,0,0,0)

1((s,t,u,v)1
mit lim -------- = o.

(s,t,u,v) + (0,0,0,0) Isl+ltl+lul+lvl

Die letzte Gleichung kann auch unter Verwendung von Gateaux ­

Differentialen dargestellt werden:

Genauso ergibt sich für UI(~,n) mit

iY(s,t,u,v) I
lim -------- = 0

(s,t,u,v) + (0,0,0,0) Isl+ltl+lul+lvl
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Unter Verwendung der Cauchy - Riemannschen Differential­

gleichungen für Gateaux - Differentiale folgt:

U(r,;+AOr,;)- U(r,;)

I.

=

Wegen 11.1 > 1 (lsl+ltl) gilt lim J~~ =12 1.-+0 l1i o .

U(r,;)besitzt das Differential

+ i

UR(~,n) und UI(~,n) sind stetig, darum ist auch U(r,;)stetig.

Insgesamt ist damit bewiesen, daß U(r,;)analytisch in D ist.

Nun muß noch elne Bemerkung über die betrachteten Gateaux

Differentiale gemacht werden: Ist U(r,;)analytisch in der

offenen Menge D c g , dann ist nach Satz 5.3 oU(r,;;or,;)c

ein analytisches

ferner folgt aus

ist: Es sei r,;0E

Funktional von r,;und es ist linear in or,;;

Satz 5.4, daß oU(r,;;or,;)stetig in (r,;;or,;)

D, or,; E .,& :c

(für or,;-+ 0 ln ~ ).c
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Mit Definition 5.1 gilt daher der

Satz 5.8:

Ist U(~) an der Stelle ~O analytisch, so besitzt dieses

Funktional in einer Umgebung von ~O Frechet - Differen­

tiale beliebiger Ordnung.

Bemerkung: Die in diesem Unterabschnitt betrachteten Gateaux ­

Differentiale sind also tatsächlich Frechet - Differentiale.

Das gilt auch für die partiellen Gateaux - Differentiale.
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5.3 Analytische Funktionale des komplexen weißen Rauschens

im Sinne von Gateaux

00

Mit 1t+ sei der Raum L $~~:)0) bezeichnet. Dann ergibt sichm=O '

aus den überlegungen von Abschnitt 4.1, daß

'jt+ c ~ c dt-

eln Gelfandsches Raumtripel ist, ln dem ~ die Darstellung
00

'* = L \:B f\-Cm0) bes itzt und mit ~ - der Dualraum von 'M.+m=O '

bezeichnet wurde.

Jedes Element ~ E ~ besitzt elne Summendarsteilung

00

<:P= L ~Cm,O)'m=O

Definition 5.7:

'lI - Cm)
<:PCm,O)E lTCm,O)'

00

2

L II~Cm 0) ll-Cm 0) < 00.m=O ' ,

00

Ein Funktional ~ = L <:PCm,0) E ~ - heißt elnm=O

analytisches Funktional des komplexen weißen Rauschens

im Sinne von Gateaux, wenn zu {~Cm,O)} eine Folge von

Integraldarstellungen {im CCs) U Cs)} gehört, so daßm

L U Cs)m
m

analytisches Funktional ln .&c ist.

Beispiele: Sei {w.}---~-- J
eln VONS ln
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(1) <z,wk>n ist analytisches Funktional des komplexen weißen

Rauschens, da

du ---du1 n

analytisch in ~ ist. Damit sind auch alle Polynome überc

{w.} analytische Funktionale des komplexen weißen Rauschens.]

<z,Wk>
00

(2 )
cp(z) I1 v= e =

v!<z,wk>
v=O

00

.v

(-rcp)u; )
Il v

CU;) .
= (wk,z;:)

v=O

v!

Um zu zeigen, daß cp(z) analytisches Funktional des komplexen

weißen Rauschens ist, muß also nachgewiesen werden, daß

analytisch ln ist:

Sei A eine beliebige kompakte Untermenge von! , dann nimmtc

die reellwertige Funktion I(Wk,z;:)Iauf A ihr Maximum an, das

mit a bezeichnet werden soll. Zu vorgegebenem E>O existiert

eln nO E N, so daß für alle n~nO und alle z;:E A gilt:

00 v

< I ~! < E,v=n+1
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00

d.h. die Reihe I -+ (wk's)V konvergiert gleichmäßig auf A.
v=O v.

Da A eine beliebige kompakte Untermenge von ~ war und derc

Schluß also für jede kompakte Untermenge von ~ gilt, ist nachc

Satz 5.6 gezeigt, daß die Reihe ein analytisches Funktional

in ~ darstellt. ~(z) ist also ein analytisches Funktionalc
des komplexen weißen Rauschens im Sinne von Gateaux.

Bemerkung: Die Definition der analytischen Funktionale des

komplexen weißen Rauschens liefert weiter nichts als einige

Möglichkeiten, rechnerisch mit den Funktionalen des komplexen

weißen Rauschens besser umgehen zu können. Ein wahrschein­

lichkeitstheoretischer Nutzen kann aus dem bisher gesagten

nicht gezogen werden, d.h. eine wahrscheinlichkeitstheoretische

Interpretation des Gateaux - Differentials der Integraldar­

stellung eines Funktionals des komplexen weißen Rauschens ist

nicht möglich. Im nächsten Abschnitt wird gezeigt, daß dem

weiterführenden Begriff der Funktionalableitung im Sinne von

P. Levy eine wahrscheinlichkeitstheoretische Deutung gegeben

werden kann.
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6. DIFFERENTIALRECHNUNG FÜR FUNKTIONALE DES KOMPLEXEN WEISSEN

RAUSCHENS

U(s) sel eln Funktional, das von A nach ~ abbildet:c

Definition 6.1:

Existiert das Frechet - Differential des Funktionals

U(s) und kann es in der Volterraschen Normalform

geschrieben werden, heißt U~(t;s) die Funktionalab­

leitung von U(s) im Sinne von P. Levy.

Bemerkung: Das Funktional U~(t;s), das im folgenden kurz als

Funktionalableitung bezeichnet werden soll, bildet wieder

von ~c nach ~ ab.

Definition 6.2:

Ist oU~(t;s) elne Funktion von t, die die Darstellung

besitzt, heißen U~~(t) (t;s) und U~(t)s(s)(t,s;s)
Funktionalableitungen zweiter Ordnung im Sinne von

P. Levy.

Bemerkung: Wie bereits früher gesagt wurde, sind die Funk­

tionale U(s) als Funktionale U(~,n) zweier Variabler über

~ zu deuten. Entsprechend den Definitionen 6.1 und 6.2

werden dann erste und zweite partielle Funktionalableitungen
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VII (t s·1:"n) VII (t',I:",n),VII (t s·1:"n)t.:(t)~(s) , ,s, , S n(t)n(s)' ,S,n2(t)

erklärt.

'LI... (m)
Es sei nun ~(z) eln Funktional aus ~(m,O)' das dann be-

kanntlich die Integraldarstellung

besitzt. Mit den Bezeichnugen aus Abschnitt 4 gilt:

"" (m)
( T~ ) ( 1;;) E dJ ( m , 0) ,

Zu ~ gehört der Funktionalraum
(m,O)

Entsprechend wird dem Raum 1) ~~:0) der Raum i5 ~~:0) zuge-

d "...,.(m) 1" . d
ordnet, er genau Wle ~ (m,O) topo oglslert Wlr .

Jedem ~ 'E Ft~~:O) entspricht also genau ein Funktional

V(I;;)E ~~~:O)' dessen Funktionalableitung folgendermaßen

berechnet wird:

= m J--J

[Rm

= lim i {V(I;;+ AOI;;)- V(I;;)}=
A+O

F (t,u2, ...,u ) l;;(u2)---I;;(u) du2---du Ol;;(t)dt~ m m m

Die Funktionalableitung von V(I;;)lm Sinne von P. Levy ist also:
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Dies ist (s.o.) eln vom Parameter t abhängiges Funktional.

Für festes t wird der Funktionalableitung UI (t;s) wieder
S

eln Funktional Z(t;z) des komplexen weißen Rauschens zuge-

ordnet, nämlich:

Z(t;z)

Offenbar gilt Z(t;z) E ~(m-1) für festes t.(m-1,O)

Definition 6.3:

Für festes t heißt

d
dz(t) ~(z) Z(t;z)

die dz~t) - Ableitung von ~(z).

Bemerkungen:

(1) Insgesamt kann Z(t;z) als stochastischer Prozeß mit

(m-1)
Werten in ~(m-1,O) interpretiert werden.

(2) Für ~(z,z) = ~(x+iy, x-iy) werden auf dieselbe Weise Wle

in Definition 6.3 die partiellen Differentialoperatoren

ax~t) und ay~t) erklärt. Sie filtern ebenfalls

stochastische Prozesse aus den (L2)_ Funktionalenc
heraus.

(3) Analog zu Definition 6.3 werden die höheren Ableitungen

von Funktionalen des komplexen weißen Rauschens erklärt,

wenn die entsprechenden Funktionalableitungen im Sinne
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von P. Levy existieren. So gelten z.B. die Zuordnungen

a2
--------2,~(x'y) ~ VI I (t;~,n)
(ax(t» ~2(t)

li.S .w ..

Beispiele:

(1) Anwendung des Differentialoperators dx~t) auf die

stochastische Fläche, die bekanntlich als Funktional

des reellen weißen Rauschens dargestellt werden kann:

Der Vektor B(s,x) = (B1(s,x), B2(s,x», s~O, sei die

gewöhnliche Brownsche Bewegung in der Ebene. In An­

lehnung an die Darstellung einer glatten ebenen Kurve

definiert P. Levy [25J die stochastische Fläche S(T,x)

durch

Das Integral kann nicht für elne bestimmte Realisierung

definiert werden. S(T,x) stellt die Fläche dar, die zum

Zeitpunkt T von der Brownschen Kurve und der Verbindungs­

geraden zwischen dem Nullpunkt und B(T,x) eingeschlossen

wird.

Die zweidimensionale Brownsche Bewegung B(s,x) sel

gegeben durch
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Das Funktional S(T,x) liegt in dem reellen doppelten

Wiener - Integral ~2 (s. Hida [19J, § 4.5, Lemma 4.1).

Für T=l ergibt sich der Kern der Integraldarstellung von

SCl,x) zu

1
4 für -1 < u < 0, o < v < -u

1
4 für -1 < u < 0, -u < v < 1

F(u,v) =
1 für
4

o < u < 1, -1 < v < -u

1
4

für o < u < 1, -u < v < o

o sonst

-114

1/4

V I
I
J

I
C
"

114

u
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Es gilt (s. Hida [18]):

mit U(S) = JJ F(u,v) s(u) s(v) du dv.

Die Funktionalableitung von U(S) lautet:

Uk(t;s) = 2 J F(t,v) s(v) dv.

Daraus ergibt sich:

a) für 0 < t < 1:

1 -t 1 0
= 2 {-- J s(v) dv + J s(v) dv} =

4 -1 4 -t

1
= 2 {(s,X[-t,O]) - (s,X[-1,-t])}' woraus folgt:

d
dx(t) S(1,x)

b) Für -1 < t < 0:

1 -t 1 1
= 2 {-- J s(v) dv + J s(v) dv} =

4 0 4 -t

1
= 2 {(s,X[-t,1]) - (s,X[O,-t])} , woraus folgt:
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d
dx(t) S(1,x)

c) für t = 0:

d) für t € [-1,1J:

dx~t) S(1,x) = 0 E ~1'

d

(2) Anwendung der partiellen Differentialoperatoren dX(t)
d

und dy(t) auf ein Funktional des komplexen weißen

Rauschens:

Eine Version der komplexen Brownschen Bewegung sei

gegeben durch

Dann gilt <z,X[O,tJ> = <x,X[O,tJ> + i<Y,X[O,tJ> und

(l2<x,X[O,tJ>' I2<Y,X[O,tJ» ist eine Version der

zweidimensionalen Brownschen Bewegung. Die stochastische

Fläche kann dann in der folgenden Form geschrieben

werden:

SeT)
1 T

= 2i J {B(s) dB(s) - B(s) dB(s)}.o



-69-

Das Funktional S(1) liegt in 1+(1,1) (s. Hida [16J) und

der Kern seiner Integraldarstellung ist gegeben durch

1für0< <<1
2i

vu- -

F(u,v)

1
für0

< <<1= 2i
uv- -

0

sonst

v

I

~/I
ft .:{/

- i/2
F(u,v)

=-F(v,u)

I.
11/2III U

Die Integraldarstellung ist

(TS(1»(s) = i2 C(s) ff F(u,v) s(u) ~(v) du dv.

Es sollen zunächst die Funktionalableitungen Uk(t;s,~)

und U'(t;s,~) des Funktionalsn
U(s,~) = ff F(u,v) s(u) ~(v) du dv

berechnet werden:

o~U(s,~) = ff F(u,v) {s(u)o~(v) + ~(v)o~(u)} du dv =

= ff F(t,v) {~(v) - s(v)} dv o~(t) dt, woraus folgt:

Entsprechend ergibt sich
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V~(t;s,~) = l f F(t,v) {~(v) + s(v)} dv.

Für t ~ [0,1J gilt natürlich Vk(t;s,~) = V~(t;s,s) =0

und damit auch as~~~~)y) = as~~~~)y) = o.

Interessanter ist der Fall t E [0,1J:

1 t 1 1

= -2i 6 {~(v) - s(v)} dv + 2i { {~(v) - s(v)} dv =

woraus folgt:

aS(1;x,y) =
ax(t)

- l- l I}J ')1
= iB(t,z) - 2B(1,z) - iB(t,z) + 2B(1,z) E rr(1,0) e ~(0,1)

VI (t's ~) =
n "

1 t 1 1
2 f {~(v) + s(v)} dv + 2 f {~(v) + s(v)} dv =

o t

woraus folgt:
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aSC1;x,y) =

ayCt)

1 1- '\.l
= 2BC1,z) - BCt,z) + 2BC1,z) - BCt,z) E ITC1,O) ~ ~CO,1).

Im folgenden soll nun der unendlichdimensionale Laplace ­

'11- Cm)
Operator ~ auf ~Cm,O) definiert werden.

Sein Definitionsbereich ist

= -1{.m CC ) VC ) E",,-Cm) V" V"
T l S S ~Cm,O); ~2Ct)' ~Ct)~Cs)'

V" V" existieren und V"
nCt)nCs)' n2Ct) ~2(t)

sind t- integrabel}.

Definition 6.4:

Der auf ~(~) definierte Operator ~,

und V"
n2(t)

heißt Levy - Laplace - Operator.

Definition 6.5:

~Cz) heißt harmonisch, wenn gilt

~(z) = O.
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Satz 6.1:

Jedes Funktional ~Cz) E ftCm,O) ist harmonisch.

Beweis: Es sei ~Cz) E ~Cm,O)' dann besitzt dieses Funktional

die Integraldarstellung

= mCm-1) 1··1 F Ct,s,u3, ... ,u ) xm-1 ~ m
IR

x sCu )···sCu ) du ···du O~CS) ds3 m 3 m '

woraus UI I _ 0 folgt. Entsprechend ergibt sich
~2Ct)

UI I _ 0, insgesamt also
n2Ct)

J(U" + U" ) dt = 0, d.h.~2Ct) n2Ct)

lIcpCz)
= j

'\.I - Cm)
Der Satz 6.1 sagt aus, daß alle Funktionale aus ~Cm,O)'

deren Integraldarstellung ein reguläres Funktional auf

~ ist, harmonisch sind. Daher stellt sich die Frage, obc
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damit die Klasse der harmonischen Funktionale ausgeschöpft

ist. Daß diese Frage verneint werden muß, zeigt folgendes

Beispiel: Sei ~(z) E ~(~~b)mit der Integraldarstellung

(T~) (z:;)
.2

C(z:;)f f(u)z:;2(u)du,
= l

d.h.

U(z:;)= f f(u)z:;2(u)du = f f(u)[~+inJ2(u)du
=U(~,n)

o~u(~,n)

=2ff(u)z:;(u)op(u)du

Uk(t)(t;~,n)

=2 f(t)z:;(t)

O~UI (t;~,n) = 2 f(t) op(t)

U" = 2 f(t).
~2(t)

Entsprechend ergibt sich

o U(~,n) = 2i f f(u) z:;(u)op(u) dun

U~(t)(t;~,n) = 2i f(t) z:;(t)

o UI (t·~ n) = -2 f(t) op(t)n "

UI I = -2 f(t).
n2(t)

Wird nun f(t) so gewählt, daß f f(t) dt < 00 gilt, folgt
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d.h. mit dieser Bedingung ist ~Cz) eln harmonisches Funktional

des komplexen weißen Rauschens, obwohl selne Integraldar­

stellung kein reguläres Funktional ist.

t
Bemerkung: Integrale der Form J z·Cs) ds, in denen sich z·Cs)

o

wie eine Version des weißen Rauschens, d.h. wie B·Cs), ver­

hält, spielen eine wichtige Rolle in der Quantenphysik lm

Zusammenhang mit dem Feynmanschen Wegintegral Cs. Hida [17J,

S. 3 und S. 57).

UCs) sel nun das normale Funktional

wobei vorausgesetzt sel, daß eln p. Cj E {1,2, ...,k}) mit
J

p. > 1 existiert:
J

k

L PJo J •• J
j=l [Rk

p.-1 P P
X r J Cu.) r j+1Cu. )•••."k

S s s Cu) osCuJ.) du1···dukJ J+1 k
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U~(t;s) ist also eln Polynom (mindestens ersten Grades) ln
set), dessen Koeffizienten normale Funktionale von s(u) sind.

Die Variation dieser Funktionalableitung hat das Aussehen:

mi t U I I ( t ;s) t o.
S2(t)

M.a.W. folgt aus der Tatsache, daß U' I identisch ver-
s2(t)

schwindet, die Regularität von U(S). Aus dem Beweis von

Satz 6.1 ist ersichtlich, daß aus der Regularität von U(S)

folgt: U' I (t;s) = O. Es gilt also der
S2

Satz 6.2:

~(z) E ~(~~6)liegt genau dann in ~(m,O)' wenn gilt

d2
2 q(z) - o.

dz (t)

Abschließend sei noch die folgende Bemerkung angefügt:

Ein Funktional ~(z) E ~(m,O) besitzt die Integraldarstellung

f· . f
(Rm

F (u1, ...,u ) s(u )···s(u ) du ···du .~ m 1 m 1 m

Im Falle der Existenz der Funktionalableitungen im Sinne

von P. Levy ergeben sich die zugehörigen Kerne zu

~ m F (t,u2, ...,u ),cp m



-76-

u.s.w.

Hieraus ergibt sich wieder eln konkreter Hinweis darauf,

daß es sich bei den mehrfachen Wiener - Integralen nicht

um Integrale im gewöhnlichen Sinn sondern um stetige Analoga

von Polynomen in den zet) handelt.
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ANHANG

Komplexe Hermite - Polynome

Die aufgeführten Formeln wurden dem Buch [19J von T. Hida

entnommen.

Ci ) Definition

H (z,z)
(-1)P+qzzClP+q

-zzEQ; ,
>0= ee,z p,q

p,q ClzPClzq
-

(2)

ErzeugendeFunktion

00

i:Ptq
L

H (z,z)
-tt+tz+tz

tEQ;

p!q!

=e
p,q=O

p,q

(3 )

p"q
(_1)k

p!q!p-k-q-kH (z,z)
=L

k! (p-k)! (q-k)!

zz
p,q k=O

H (z,z)

=H (z,z)
p,q

q,p

(4)

Spezialfälle

HO O(z,z)

-1,,
H o(z,z)

=zP,
p,

H1,1(z,z)

=zz-1,

H21(z,z)

2-
2z,

= zz-,

H2,2(z,Z)

2-2
4zz2,= zz- +
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H3,1(z,z)

3-
3z

2
=

ZZ- ,

H3 2(z,z)

3-2
6z

2-
+6z,

= ZZ- Z,

H3,3(Z,Z)

3-3
9z

2-2
18zz6.= zz- z+ -

( 5 )

d2

H (z,z)

d

H (z,z) H (z,z)0- z +q =
dZdZ

p,q
dZ

p,q p,q

d2

H (z,z)

d

H (z,z) H (z,z)0- Z +P =
dZdZ

p,q
dZ

p,q p,q

(6 )
d H (z , z) = P H 1 (z ,z)

dZ p,q p- ,q

d H (z,z) = q H 1(z,z)
dZ p,q p,q-

(7) H 1 (z,z) - z H (z,z) + q H 1(z,z) = 0p+ ,q p,q p,q-

H 1(z,z) - z H (z,z) + p H 1 (z,z) = 0p,q+ p,q p- ,q

(8)
{ 1 H (z,z); p~O, ~O} ist eln VONS
Ip!q! p,q

ln

(9 ) n!
\ H (x,x) = H (x),
L p!q! p,q np+q=n

x E IR
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