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1. EINLEITUNG

In einigen neueren Arbeiten ([13], [15], [17]) und in der
englischen Fassung seines Buches [19] beschidftigt sich T. Hida
mit einer Differential- und Integralrechnung auf dem Raum (L?)
der quadratintegrablen Funktionale des reellen weifen Rauschens.
Es liegt nun nahe, dhnliche Uberlegungen filir den Fall des
komplexen weiBen Rauschens anzustellen, d.h. eine Differential-

und Integralrechnung auf dem Hilbertraum (Lé) = Lé(ﬂi, v) der

Menge aller komplexwertigen Funktionale des komplexen weifen
Rauschens, die endliche Varianzen besitzen, zu diskutieren.

52 ist der Schwartzsche Raum der temperierten Distributionen,
v das auf jg eingefliihrte MaR® des komplexen weiBen Rauschens,

das mit Hilfe des Satzes von Bochner und Minlos (s. Hida [16],

[18]) liber das charakteristische Funktional

1 e TS _ 2
clzy = [ oIS THSED 40y = B e A, i=/T,
3
o]

definiert wird.

Im Abschnitt 2 werden die notwendigen Hilfsmittel aus der
Theorie des komplexen weiRen Rauschens bereitgestellt. Be-
sonders wichtig sind dabei die Integraldarstellung eines
Brownschen Funktionals und die Wiener - Itd - Zerlegung des
Raumes (Lé).

Der Abschnitt 3 befaft sich mit dem Koordinatensystem, in dem
die Brownschen Funktionale dargestellt werden miissen, um die
vorgeschlagene Differential- und Integralrechnung durchfihren
zu k6nnen. Es stellt sich heraus, daR grob gesagt das System
{B'(t); t€R} ein geeignetes Koordinatensystem liefert.

Mit diesem System und unter Zuhilfenahme der Theorie der
Sobolevrdume gebrochener Ordnung (s. Lions, Magenes [26]) und
der Integraldarstellung fir komplexe Brownsche Funktionale
ergibt sich im Abschnitt 4 die Definition der verallgemeinerten

komplexen Brownschen Funktionale.
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Im finften Abschnitt wird auf den Begriff des analytischen
Funktionals des komplexen weiBen Rauschens im Sinne von

Gateaux eingegangen. Es wird gezeigt, daR sich die Uberlegungen
von A. E. Taylor [29], der analytische Funktionale von einem
Banachraum E in einen anderen Banachraum E' betrachtete, auch
auf den vorliegenden Fall anwenden lassen, in dem Funktionale,

die vom nicht normierten Raum 3c der schnell fallenden Test-

funktionen nach € abbilden, behandelt werden.
Unter Verwendung des Begriffes der Funktionalableitung im Sinne

von P. Lévy (s. Lévy [24]) wird schlieBlich im sechsten Ab-

33%?7 - Ableitung des Brownschen Funktionals ¢ (z)

betrachtet. Dabei ergibt sich zwangsldufig die Erweiterung des

schnitt die

Lévy - Laplace - Operators vom reellen auf den komplexen Fall
und damit natlirlich auch die Definition des Begriffes ,har-

monisches Funktional des komplexen weifen Rauschens".



2. GRUNDLAGEN

2.1 Schnell fallende Testfunktionen und temperierte

Distributionen

Mit ﬁc(Rn) wird der Raum aller beliebig oft differenzierbaren

komplexwertigen Funktionen n reeller Verdnderlicher, die zu-

sammen mit ihren sdmtlichen Ableitungen fiir [(tl’tZ""’tn)l =

[n g
= Z t2 = |t| » « stidrker als jede Potenz von = gegen Null
5t [t]

gehen, bezeichnet. Statt Bc(Rl) wird oft nur kurz Xc geschrieben.

Fiir eine Funktion z(t) € &C(Rn) gilt also

1lim |tk Dac(t)l = 0 flir alle o und alle k.
]ti+w

o und k sind n - Multiindizes und es gelten die Vereinbarungen

lo]
D¢ := mit |a| = a,+o, +*cc+a_.
oy oL 1 72 n
9t, " *e**3t
% n
k k
k 1 2 n
T = t1 t2 '-'tn .

Durch Einfiihrung des Normensystems

[lzll, = sup  sup (1 + [t[*)P[D% (o)
lo|<p terR™

wird XC(Rn) zu einem abz&dhlbar normierten Raum.

Die Topologie von XC(RH) kann also Uber die Konvergenz von
Folgen gekennzeichnet werden: Die Folge {;K(t)} heift konver-
gent gegen ¢(t), wenn {cK(t)} und die Ableitungen beliebiger
Ordnung der Funktionen QK(t) gegen g(t) und die entsprechenden

Ableitungen gleichmdBig auf R" konvergieren und zusdtzlich in



den Abschdtzungen

g o
[t]® [D7g (B)] < Cog

die Konstanten'Ca unabhdngig von k gewdhlt werden k&nnen.

B
Bezliglich der durch diese Konvergenz beschriebenen Topologie
ist 8 (R") vollstindig.

Ein System von Nullumgebungen in XC(R“> ist gegeben durch

V(m,pse) = {z; CEXC(RH), sup |(1+|t|2)p Dac(t)]<e Y|a|<m} ,
T

m,p € NU {0}, €>0.

Der Raum jg(Rn) genligt dem ersten Abz&hlbarkeitsaxiom, d.h.

zu Jjedem Punkt aus XC(RH) existiert eine Basis von Umgebungen,
die nur abzdhlbar viele Umgebungen enthdlt.

gc(Rn) ist ein topologischer Vektorraum, m.a.W.: Er ist

Hausdorffsch und Addition sowie Multiplikation mit Skalaren

sind stetige Operationen.
Eine Teilmenge M C Q%CRn) heilt beschrd&nkt, wenn zu jeder

Nullumgebung V ein Y>0 existiert, so daB flir alle A€C, |l];y,
Mc AV gilt.

XC(RH) ist ein vollkommener Raum (s. Gelfand, Schilow [4],
Band 2, S.75), jede beschrdnkte Menge in Xc(Rn) ist also
kompakt.

Als topologischer Vektorraum ist XC(RH) reguldr: Zu jedem
Punkt ;EEECRH) und jeder Umgebung U von ¢ existiert eine

Umgebung V€ U von £, so daB mit V auch V, der Abschluf von V,
in U liegt.



Die Fouriertransformation &

Fow) = =L [ eTHUOT) gty at,
(2m) R
n X n
(X,1) = j§1 xjtj, 4 o o Q(R )

ist eine topologische Abbildung von XC(RH) auf XC(RH).

Der Dualraum.xg(ﬁn) von A%(Rn) heiRft Raum der temperierten

Distributionen. Die Fouriertransformation fiir Distributionen

wird erkldrt durch

(F(E)sp) = (F,F@) fiir F € A2 RY), o e,ﬁc(nﬁ“‘).

(F,F(p)) bedeutet dabei die Anwendung von F auf die Testfunktion

F(p). Die Fouriertransformation filir Distributionen ist eine
topologische Abbildung von.gg(Rn) auf,%E(Rn).

Dadgz der Dualraum eines nuklearen Raumes ist, kann mit Hilfe

des Satzes von Bochner und Minlos auf,gg ein Wahrscheinlichkeits-

maR definiert werden.
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2.2 Uberblick liber die Theorie des komplexen weiRen Rauschens

Im folgenden sollen einige Hilfsmittel bereitgestellt werden.
Beweise fir die aufgefilihrten Aussagen sind z.B. in dem Buch
[19] von T. Hida zu finden.

Definition 2.1:

Eine Zufallsvariable X(w) auf dem Wahrscheinlichkeits-

raum (R', ®', P'), die die Dichtefunktion

_(x=w)?
s
Eln) im sobs 0 207 . g0,
v2m o

besitzt, heiRt normalverteilt mit den Parametern u und o.

Man sagt auch, die Zufallsvariable X habe eine N(u,0?) -

Verteilung.

Z(w) sei nun eine komplexwertige Zufallsvariable auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, ®, P), die den Erwartungswert
m (m€C) besitze. Werden mit X(w) und Y(w) der Real- bzw. der

Imagindrteil von Z(w)-m bezeichnet, so gilt:
Z(w) = m + X(w) + iY¥(w)

Definition 2.2:

Z(w) = m + X(w) + iY(w) sei eine komplexwertige Zufalls-
variable. Wenn der Zufallsvektor (X,Y) eine rotations-
invariante zweidimensionale Normalverteilung besitzt,

heiBft Z(w) eine komplexe GauRsche Zufallsvariable.

Bemerkung: Flr die Zufallsvariablen X und Y aus Definition 2.2
gilt:

(1) X und Y sind unabhédngig,

(ii) EX = EY = O,

(iii) D*X = DY .




_11_

Definition 2.3:

Die Familie Z = {ZA5 A€EA} komplexwertiger Zufallsvariabler

auf (R, ®, P) heiBt komplexes Gaublsches System, wenn fir

jedes n€lN und beliebige Koeffizienten chC jede endliche

n
Summe ) c. Zy (w) eine komplexe GauRsche Zufallsvariable
j=1 3 %3
i6%.

Bemerkung: Flir beliebige Familien GauBscher Zufallsvariabler

{XA} und {Yl} ist ein komplexes GauBsches System durch die
Vorgabe von Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix nicht
eindeutig bestimmt. Daher muR in Definition 2.2 die Rotations-
invarianz der Verteilung des Zufallsvektors (X,Y) gefordert

werden.

Die komplexen GauBschen Systeme besitzen die folgenden
Eigenschaften:

(1) Ist Z ein komplexes GauBsches System, dann ist jedes

Untersystem Z' € Z wieder ein komplexes GauBsches System.

(Z) Mit 7 ist auch T 2= {Eh s AEA} ein komplexes GauBsches
System.

(3) Ist Z = {Z,; A€A} eine Familie unabhingiger komplexer

normalverteilter Zufallsvariabler, so ist Z ein komplexes
GauRsches System.

(4) 2 = {ZA5 thmk+xk+iYk’ AEA} sei komplexes GauBsches System,

dann sind X := {XA5 XEA)} . ¥ := {YA; A€A} und X U Y

reelle GauBsche Systeme.

Bemerkung: Die Familie X = {X A€EA} reellwertiger Zufalls-

s

variabler heiRt reelles GauBsches System, wenn flir jedes n€N




g

und beliebige Koeffizienten ajER jede endliche Summe )} a

eine normalverteilte Zufallsvariable ist.

(5) Z sei komplexes GauBsches System und Zl’ 22 € &

Z1 und 22 sind genau dann unabhdngig, wenn

E{(Zi-mi)(zz—mz)} = 0 is®.

(6) Die Kovarianzmatrix V ={vl e A,UEA} des komplexen GauB-
b

schen Systems Z ist nichtnegativ definit. Dariiberhinaus

gilt mit Zk:ml+xl+lYl:

E(XAXM) = E(YAYU) Re (v )

A,u”?
1P

Im(v

N N

-E(XAYU) E(kau)
Satz 2.1:

Zu jedem Vektor m = (ml; A€A, m,€C) und jeder nicht-

A

negativ definiten Matrix V = (Vl u; AsHEA vy "
2 3

existiert ein eindeutig bestimmtes komplexes GauBsches

€C)

System Z, dessen Erwartungswertvektor bzw. Kovarianz-

matrix m bzw. V sind.
Flir eine komplexe GauBsche Zufallsvariable Z(w) gilt:

- — - p— s 2
E{el(tZ+SZ)} - e1(tm+sm) tso . t,s€C;

mzELZ); o%*sE(|[Z=mn]*).
Ist E(Z)=0, ergibt sich:

E(z™) = 0 vn>0,

E(Z'Z™) = 8 n!'{E(|z]|2)}".

(Gm - ist das Kroneckersche Symbol.)
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Beispiel:
{B,(t); t20} und {B,(t); t20} seien unabhdngige Brownsche

Bewegungen (s. Lévy [25]), aus denen die Zufallsvariablen

2(t) = 7% {B,(t) + iB,(©)}, 20,
2

konstruiert werden. Die Familie {Z(t); t>0} ist dann ein
komplexes GauBsches System. {Z(t); t>0} besitzt unabhdngige
Zuwdchse und es gilt E(|z(t)[?)=t filir alle t.

Definition 2.4:

Das System

{Z(t,0); Z(t,w) = —= {B (t,w) + iB,(t,w)}, t20}
= 2

heift komplexe Brownsche Bewegung.

Gegeben sei die komplexe Brownsche Bewegung {Z(t)}, dann
sollen das System verallgemeinerter Funktionen {Z°'(t)} und
Funktionale @(Z (t)) auf diesem System betrachtet werden,
wobei der ProzeR {Z(t)} als direkt gegeben vorausgesetzt
wird.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von {B°(t)} ergibt sich im
Fall des reellen weiBen Rauschens aus der Definition des ver-
allgemeinerten stochastischen Prozesses (&%, p). Dabei wurde
das Gelfandsche Raumtripel (s. Gelfand, Wilenkin [4J], Band 4)

Ac LZ(Rl) c A% betrachtet und auf‘A*, dem Dualraum des
nuklearen Raums R der schnell fallenden reellwertigen Test-
funktionen, das Wahrscheinlichkeitsma® p mit Hilfe des
charakteristischen Funktionals

ei<xag>

c(&) = [ du(x) = expl-3||£]]2} , €A ,

‘&*

definiert (s. Hida [18]).
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Ausgehend von dem Paar konjugierter Riume A und A* wird die

folgende Komplexifizierung vorgenommen:

A

c

A%

A+ ik, (&czng/g),

A% + iRe
Sind nun CEXC und ZEAE, so k&nnen diese Elemente in der Form

£ + in 3 &,n€d;

Y
1

z = x + 1y 3 x,y€A¥;

geschrieben werden.
Die kanonische Bilinearform <x,£> , die £ und &% verbindet,
kann auf natlirliche Weise zur kanonischen Bilinearform <z,z>

zwischen Xc und.&;, die tatsdchlich konjugiert sind (s. Hida

[16]), erweitert werden. Aus den obigen Darstellungen fiir z

und ¢ folgt:

<Z,L> = <x,E> + <y,n> + i(-<x;n> + <y,E>) v =

1= X(z) + i¥Y(z).

Auf &% (= if&*) werden nun die MaRe M, und u, eingefiihrt, aus
denen dann das Produktmafl v = ulébuz konstruiert wird. Die

MaRe My und U, sind GauRsche MaRBe, die beide die Varianz %
besitzen. Die kleinste von den Zylindermengen von.xg erzeugte

0- Algebra wird mit ® bezeichnet. Mit.&g, ® und v ergibt sich

der MaRraum (82, B, V).

Pefinition 2.5:

Der MaBraum (33, ®, v) heift komplexes weiRes Rauschen.
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Definition 2.6:

# ei<z,c>+i<z,;>

3*

Cc

(34 ) dv(z) =

_ 2
i [zl ] ; Cegc, | ] Lg(Rl) - Norm,

ist das charakteristische Funktional des auf.gg

definierten MaRes v.

Bemerkungen:

(1) Jedes zEXé kann nun als Realisierung von Z'(t,w) betrachtet

werden.

(2) Zur Abkilirzung wird die folgende Schreibweise eingefiihrt:

2

L2
(L)) := L (xg, 8, vl

(3) Flr festes CGXC ist <z,z> als Funktion von z eine Zufalls-

variable auf (32, ®, v), d.h. <z,z> ist ®- meBbar.

(4) In der Darstellung <z,t> = X(z) + i¥(z) sind, weil v das

ProduktmaR® der MaRe My und M, des reellen weiBen Rauschens,

die beide die Varianz % besitzen, ist, X(z) und Y(z) Summen

von jeweils zwei unabhingigen GauBschen Zufallsvariablen:
X(z) und Y(z) haben beide eine N(O, %{||E||2+||n||2}) = Ver=-

teilung. Flir die charakteristischen Funktionen T(X Y)(t’S)
3

des Zufallsvektors (X(z), Y(z)) und ?X(t) bzw. TY(S) der

Zufallsvariablen X(z) bzw. Y(z) gilt der Zusammenhang

¥ (t,s) = Wx(t)'TY(s).

(X,Y)

Daraus folgt die Unabhdngigkeit der Zufallsvariablen X(z)
und Y(z).<z,z> ist also eine komplexe GauBsche Zufalls-

variable.
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Die Zufallsvariablen der Form <z,z> besitzen folgende
Eigenschaften:

(1) E(<z,z>) = [ <z,z> dv(El
A3

(iiy E(|=z.0]*%) 2 |lell* = 8

| Lg(Rl) - Norm,

(iiid E(<z,cl><z,52>) = {Ci’g2)’
wobei (+*,*) das innere Produkt in Li(ﬁl) 15t
Die Familie ﬂp vz I%zsbRs ;Exb} ist ein komplexes GauBsches

System auf (Xg, ®, v); der AbschluB von ?P in (Li) ist wieder

ein GaubBsches System und wird mit }%1 0) bezeichnet:
]

B _ - PR |
‘*(1,0) = {<z,£53 fEL, (R )}

2

((Lg)-Norm) < af% (LzéRl)—Norm)

(PuUD3TRYJISUWIOU)
gnTUOsqQy

’ oA
HTI,O) i LC([R )

Genauso kann auch ﬁp t= Xz 0 ;Gﬁb} betrachtet werden; der

AbschluR von_ip in Lz(Rl) wird'HtO 1) genannt. Dann gelten die
?

Isomorphiebeziehungen:

2 1
W10y = Lo®RD)
N & T2 Y

(0,1) c
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Bemerkung: In der zweiten Beziehung wird der Querstrich als

Zeichen filir das konjugiert Komplexe des Raumes Lg(Ri) natiirlich

nur formal geschrieben.
Es gilt s 5 3
5 B ®1,0) 0,1

Definition 2.7:
= %,0) @ “(0,1)

heift komplexes Wiener - Integral.

Bemerkung:

.| .
H, = LLRY) @ TO(R)
Wird in dem Polynom P(tl,tz,...,tn,?l,?z,...,¥n), das komplexe
Koeffizienten besitze, der Vektor (tl,t2,...,tn)€®n durch

(<Z,§1>,<23C2>,---,<Z,Cn>) ersetzt, heift

p(z) = P(<ZJQ1>3<2352>:-°-s<Z:§n>s<Z=C1>:<Z:§2>:---’<Z:Cn>)

ein Polynom in z, z. Das geordnete Paar (p,q) wird Grad des

Polynoms P genannt, wenn P vom Grad p in tl’tz""’tn und vom

Grad q in t1’¥2’°"’¥n ist.
Jedes Polynom in z, z ist Element von (Lz).

Die Menge P der Polynome in z, z ist eine Algebra, dariiber-
hinaus ist P dicht in (Lz).

Ist {wn} ein vollstdndiges Orthonormalsystem (abgekirzt: VONS)

in Lg(Ri), dann ist das System der Polynome iber {mn}

Plio, }) 2= Ag(z); 9(2)2P(SE,0: PyaySBslls Fo€Bylls Py oy SBylds )}
- 31 In i X In

dicht in (Lg).
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Bevor nun auf die wichtige Rolle, die die komplexen Hermite -
Polynome (Definition s. Itd [21]) in der Theorie des komplexen
weifen Rauschens spielen, eingegangen wird, soll kurz die

Menge der Exponentialfunktionale in z, z betrachtet werden:

i<z ,01>+1<z,0,>

p(z) = e mit C11C2€£C ist Element von (Lg).

i<z, r>4i€ErE>

Die durch die Menge {e 4 QEA%} erzeugte Algebra A

ist dicht in (Lg).

; i < >+i< : ;
Mit der Abkilirzung K(z,z) = o WANESTNAAN » L> ergibt sich fiir

2
w(z)E(Lc).

Gilt [ K(z,z) @(z) dv(z) = 0 fiir alle ;exc, so folgt
,&*
8

plz) = 0 M= £l

Nun sei H das komplexe Hermite - Polynom vom Grad (pk,q )
P29y k

(die Definition und einige Rechenregeln filir die komplexen

Hermite - Polynome sind im Anhang zusammengestellt):

Satz 2.2:

Die Menge endlicher Produkte

{I‘[; H (<Z,LU- >,<Z,m- >)}
k VP lq ! P9y Ix Ix

bildet ein VONS in (Lz). ({wn} ist ein VONS in Lg(Rl).)

Drei wichtige Bezeichnungen miissen nun eingefiihrt werden:

Definition 2.8:

(a) Jedes endliche Produkt der .Form

i et H (kZ,0. >,<Z,w. >)
k /plad Pk Ik Ik

wird ein Fourier - Hermite - Polynom iiber {wn} ge-
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nannt; es besitzt den Grad () P> ) qk).
k

(b) Der von der Menge

1 i
{1 ———H (<z,ws >,3Z,0; >), J p.=m, )} q_=n}
k vpela T Pro% Ik I PIE g K

()

aufgespannte Unterraum.?ﬁm_n) von (L7) heiBt

) C

komplexes mehrfaches Wiener - Integral vom Grad (m,n).

(c) . ¥ :
?gl._ kzoe'Hkk=n-k) ist das komplexe mehrfache

Wiener - Integral vom Grad n.

Es gilt der folgende wichtige

Satz 2.3: (Wiener - Itd - Zerlegung)

0o (o] n
(Li) = nzoe'ﬁn = Jof ] oW

oyt
el 156 (k,n=-k)

Die Transformation T, die (Li) auf einen Raum-'von Funktionalen

iber 80 abbildet, wird durch

(Li):-)'tp(z) — y (D) = [ @FTRTIINGLT ) dvlz) =
A%
= [ K(z,z) @(z) dv(z), g€l ,
2 "

definiert.

Beispiele:
(1) 1(2) = 1€(L2):

(t1)(r) = [ Klz.&) auls) =f [ o 21<X,E>+2i<y 1> dul(x)dpz(y):
A A% R . =

C
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1 i1
= [281]* =g]]l2n]|qe - 2
= e % e 4 = e |[C|l il o (a0

(2) QP(Z) B Hp q(<Zs‘ﬂ>s<29‘ﬂ>): ||w||=1’

3

(1) () = iP*Y c(o) (w,)P (z,w)?.

(3 1

) —
p(z) = I ——— (RES s (). >) | Jws | |21
k /pTa T Prod% Ik Ik 7 o
Ip,.*1la
e s 1 Py U
() () = 1 C(g) I ————— (w. L) (ogm,. 1 =,
k Vpla ! Ik Ik
Sabs. 2l

Zu jedem,mG?ﬂm . existiert genau eine Funktion

H

FoeLZ@®™ ® LZ®™ mit

®
. _ -I+n m® —n®
(1) C(tpl)(z) =1 c(z) (ﬁ$sC @z )Lz(Rm+n),
c
(ii) ||e]| = /mIn? [|F ||
(Lg) P Li(Rm+n)

Bemerkung: Li(Rm) bezeichnet den Raum der quadratintegrablen

Funktionen iber dem Rm, die symmetrisch in allen Argumenten

U DI 5 |
m? m+1° >“m+

; ; i 22 m £ _n
sind. Die Funktion Ev(ui,...,u n)G LC(R ) @ LC(R )
ist also symmetrisch in den ersten m und in den letzten n
Argumenten. Sie ist nicht in allen Argumenten symmetrisch,

wenn n>0 ist!

Folgerungen:

(1) ®

(m,n)

~ b o
s & Lg(Rm) ® /al LE(R“),
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2 - L A Lt ) Ao K
(2) (L) = §T & ) &/(n-K)Tk! LS(R ) ® LS(RY) |
e n=0 ‘k=0 e <
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3. GLEICHMASSIG DICHTE KOORDINATENSYSTEME IN DEN KOMPLEXEN
MEHRFACHEN WIENER - INTEGRALEN

Ein Ziel dieser Arbeit besteht darin, die Grundziige einer
Differential- und Integralrechnung auf (Li) zu diskutieren,

die in Ubereinstimmung mit der Methode, die T. Hida in seinen
Arbeiten ,causal analysis" nennt, steht. Um diese Methode ein-
filhren zu k&nnen, muB notwendigerweise ein geeignetes Koordi-

natensystem auf dem Raum.gz, auf dem das MaR v definiert ist,

angegeben werden. Das gesuchte System soll so beschaffen sein,

daB es in jedem komplexen mehrfachen Wiener - Integral %hp o
3

ein gleichmdBig dichtes Koordinatensystem liefert. Diese Vor-
aussetzung garantiert, daR der im Abschnitt 6 definierte

Lévy - Laplace - Operator auf den Rdumen ¥&p Q) von der Reihen-
3

folge der Koordinaten unabhdngig ist (vgl. Lévy [2u4], S. 2u7).

Zur Kldrung des Begriffes ,gleichmdBig dichtes Koordinaten-

system" sei das folgende Beispiel angefiihrt, das von P. Lévy
stammt:

Es sei {En} ein VONS in LZ([O,l]) und die Funktionen Tn(u,v)

und ®n(u) seien definiert durch:

n
21
Wn(u,v) s = _Z Ej(u) gj(v),
3=1
n
i 2
¢ (u) == ) EiC).
n nos2q 73
_ 11 9 1
Es gilt nattirlich [ [ ¥ (u,v) dudv = = + 0 (fir n»>=), d.h.
00
Wn(u,v) konvergiert im Sinne der L2([O,1]) - Konvergenz gegen
b 1
Null. Fir ¢ _(u) gilt / ¢_(u) du = 1, woraus jedoch nicht
0

@n(u) + 1 im Sinn der Ll([O,ij) - Konvergenz
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folgt. Ist diese Forderung jedoch erfilillt, wie z.B. flir das
System
{£]<}= {1, v/2 sin 2kmt, ¥2 cos 2knt; k>1}

in L2([O,1]), so heift das VONS {é;k} gleichmidRig dicht.

Bemerkung: Z.B. ist im Raum L2(R1) das System {En} mit

(1) = —2——H (W e’ , n0,

Voo nt /7

ein gleichmdBig dichtes VONS. Hn(u) ist das Hermite - Polynom

der Ordnung n.

Nach Definition 2.8(b) bilden die Fourier - Hermite - Polynome

der Ordnung (p,q) ein VONS in'H( ) Dieses System kommt

]
jedoch fiir die hier angestellten Uberlegungen nicht in Frage,

da es den Nachteil hat, daR aus ihm die zeitliche Entwicklung

bei der Analyse von Funktionalen der Brownschen Bewegung nicht
explizit abgelesen werden kann.

Es seil nun'Pn eine Zerlegung des Parameterintervalls T c R1 der

komplexen Brownschen Bewegung, die durch die Version
_ 1 . -
B(t,z) = 7% {Bl(t,x) B 1Bz(t,y)} = <Z’X[O,t]>
gegeben sei. Dabei sind Bi(t,x) und Bz(t,y) reelle Brownsche

Bewegungen und X{o,t] die Indikatorfunktion des Intervalls [0,t].
2

Der Einfachheit halber wird im folgenden das Einheitsintervall

T = [0,1] betrachtet. Es sei Pn eine Zerlegung von [0,1] in n

Teilintervalle, dann ist Pn feiner als Pn:

+1

:]; |ﬂ-| = T i

P = {A.}, A.= [t.,t. T
n {ZI} [3 J+1 j i+l 7]

N



-

Das Funktional

2 e 2
m- £ := jzo |f(tj+1) - f(tj)l

heilt quadratische Variation der Funktion f(t).
Flir das Intervall [0,1] gilt der

Hilfssatz 3.1:

Aus §P_ = max |tj+1 - tj| + 0 (fir n»w) folgt:

Vi ni B(*,2) =1 VoT.4..

n-+oe
Beweis: S. Doob [3], S. 395.

Ist nun aber speziell P_ = {ﬂj; |a.| = 27"}, ergibt sich mit

J

A:B = BCt,..,8) = Blt. %) = Sx5.% >
3 j+1 i [ty,15t5]
g™ i
] laB% =2 ] W2" a.Bl® > 1 v- £t
yoi - A 7 §=1 J
) o dB(t) ; .
Folgerung: Formal definiert {———=}, das projektive System
vt
A B
von { s & EPR. s ? uniform}, ein VONS in ‘H , das
k n n (1.,0)
fl&kl

gleichmdfig dicht ist.

Fir H und das System {QESEL} gilt eine entsprechende Aus-
(0,1) Jat

sage.

Ausgehend von dem so erkldrten Koordinatensystem in'H—(1 0)
2

kann mit Hilfe der komplexen Fourier - Hermite - Polynome

ein VONS in sz 0) konstruiert werden. Das System wird in
]

zwel Klassen eingeteilt:
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dB(t,) dB(t,)
vat,  ¥et,
2
dB(t, )
(1T} 2 e
V2 dt1

Die Einteilung in die Klassen (I) und (II) erkldrt sich
folgendermaRen: Betrachtet man (I) als zufdlliges MaR auf

dem Rl, dann ergibt die Integration

J'f £Cu,v) dB(u) dB(v) an I :
Ydu /dv

fiu,v) € LE(RZL ein doppeltes komplexes Wiener - Integral.

Dagegen liefert eine entsprechende Integration beziliglich des
durch (II) definierten zufdlligen MaBes ein noch zu definierendes
(s. Abschnitt 4) verallgemeinertes Funktional des komplexen

weiRBen Rauschens.

Nach dem angegebenen Schema werden entsprechende Koordinaten-

systeme flr alle ¥%P konstruiert; dabei wird wesentlich von

»q)
den Eigenschaften der komplexen Hermite - Polynome Gebrauch
gemacht. Die komplexen Hermite - Polynome mit Parameter werden

definierf durch

s —at Pt e p+q =
H* (z,z30%2) := L—ETAT—— exp 25 _3 exp L25 s
P>q plq! o | s ool a2
02>0; p,q>0.
Ihre erzeugende Funktion ist
T v = - -o2tt+tz+t
} TP t% Hx (z,z302) = e © 2¥LZ | tec.
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Spezialfdlle:

Hﬁao(z,z;cz) = 1

Hi,o(z,zgcz) =.z

Hﬁai(z,zgoz) = zz - 02

Hg,l(z,E;UZ) = %(Ezz - 202%2)
Hg,Q(z,E,cz) = %(Ezz2 - 4o2zz + 20%)

Als Koordinatensystem in pr q) ergibt sich damit:
]

b : — 1 i
J=1 ]
p+q -
X I {HB 1(B'(tj),B'(tj); 3%7) /dtj},
j=p+1 ’ J
1 : =. 1
(II) T {———— B* (B*(t:),B " (t.); =) Vdt.},
i /pytagr Pt ) o Sy

alle tj verschieden.

Wie im reellen Fall handelt es sich bei den in diesem Abschnitt
Systemen um formale Ausdrilicke und keineswegs um ,richtige"
Koordinatensysteme. Jedoch kann auch hier gezeigt werden,

daR® Konsistenz mit den Zerlegungen"pn durch eine Additions-

formel besteht:
Aufgrund der Definition der komplexen Hermite - Polynome

mit Parameter liber die erzeugende Funktion ergibt sich:

=V.Uu NP =P LK = e 2
{E E T Hﬁ,u(zi’zi’gi)} {g E T Hg’K(zz,z2,02)} &
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e S S ge yry La = e
. Gltt+tzi+tz1 i 02+t22+t22 :

= 2 2 — —_— —
) (01+02)tt + t(zl+22) + t(zl+22) :

q (7120021 %2,530403)

2

- E Z Eptq H*
P q P

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

TP+ 4 — 2. 2y _
£t H;,q(zl+22’zi+22’01+62) =

= o i Pl — 2y Tk.J =

- kgo jzo BRE BE g VBB 300 T B 48204253050

woraus sofort

T R e 2 _
H?E; ’q(zi+22 32‘1+Z2 3011'0',2) =

I R )
k=0 j=0 HP-k,Q‘j(Ziazi’O‘l) Hisj(223Z2302)

folgt.
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4. VERALLGEMEINERTE FUNKTIONALE DES KOMPLEXEN WEISSEN RAUSCHENS

4.1 Verallgemeinerte Funktionale

Das nachfolgende Beispiel macht deutlich, warum die Definition
verallgemeinerter Funktionale des komplexen weiBen Rauschens
naheliegt:
Gegeben ist eine Folge {mk} von Funktionalen aus'H-(2 0" Diese
3
Folge konvergiert nicht i11¥h2 0) (Konvergenzbegriff: (Lg)—
?
: ; : ={2)

=
Konvergenz). Wird aber dieselbe Folge 1n’H(2’O) }QZ,O)
trachtet, zeigt sich, daB® {mk} in diesem grdReren Raum einen

be-

Grenzwert besitzt:

Beispiel: Eine Version der komplexen Brownschen Bewegung sei
gegeben durch

B(t,Z) = <z ’X[tAO,‘tV0]>

und {Zk}, Zk_z{&k }, sei eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge

des Rl in disjunkte Intervalle.

A, B(t,z) = B(t s2) = B(t, ,2) = <z,x, >
kj kj+1 kj Ak.
J
Das Funktional
2
<zaxa E
@, (2) = Y K(2) a . A Jakj, a, €¢,
kj J kj J ]

K(2) reelle Konstante,

liegt in ?&2 0)* Die Anwendung der Transformation t auf Py
3

liefert (CEXC):
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(Tcpk)(g) =

xak (u) XAk (v)
=ifc@ § K@ T [frw gv) — 1 — auav |a |.
- 2 -
K. j (4, |
| kj

Weiter soll vorausgesetzt werden, daR gilt:

K(2) § 3, x, W) ——— £ € LI®RY  (fur kow).

Kk, Kg Thy
j j

Die Zerlegung Zk wird nun so fein gewdhlt, daR in der letzten

Gleichung das Doppelintegral durch eine Riemannsche Doppel-
summe bezﬁglich'ﬂk ersetzt werden kann:

(9, )(z) = i% C(@) k(2 § I 1 T zlu) zlu) x
mn k. )
j
xAk (um) Xﬁk (un)
] ]
x la 12 118, |
|‘5‘k.| ]
j
x&k (un)
- iP e k@ ] 3, i) —L— | |%|a | =
¥ 2 n .
nky J |8y | j
j

(alle Summanden der Doppelsumme, filir die kjin gilt, ver-
schwinden)
=126 K2) Y 5. %, (o Y zitu. ) A, |

¥ A k. K Kt *

k. K. ]
j J 3 J ] ]

Die Zerlegung Ek wird nun mit wachsendem k immer feiner,

woraus schlieRlich folgt:
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(T, ) (T & e By 2w du.

12 cfz) f f(u) ;2(u) du kann aber nicht das Bild eines

Funktionals aus H unter der Abbildung T sein (s. Satz 2.4).

£2:0)
Eine andere Schreibweise zeigt den Weg zur Definition ver-

allgemeinerter Funktionale des komplexen weifen Rauschens:

1% ¢ [ £ i@ du = i% c@) [f £ -ITWT() du v,

Der oben beschriebene Grenziibergang
(19, ) + i%c(z) [ £ z%(w du

wurde im Bildraum der Transformation T durchgefiihrt. Da T eine
eineindeutige Abbildung ist, kann der entsprechende Vorgang
auch im Urbildraum betrachtet werden. Bei einem solchen Grenz-
ibergang ergibt sich als Grenzwert einer Folge quadratischer
Funktionale des komplexen weiRen Rauschens ein Funktional,

das nicht mehr in.%ﬁ liegt. Allerdings ist dieser Grenzwert

2,0)

durch die Folge von Funktionalen aus¥

2. 0) eindeutig festge-

legt; er bekommt den Namen

[ £ Hg,O(B'(u),§°(u);a%) du

und liegt, wie sich spdter zeigen wird,in'uzé2é)
3

Bevor der Begriff des verallgemeinerten Funktionals des kom-
plexen weiRen Rauschens definiert werden kann, muB noch die

folgende Bemerkung gemacht werden:

Flir die Einfllhrung verallgemeinerter Funktionale des reellen
weiBen Rauschens (s. Hida [19]) ist es wesentlich, daB die

Transformation Tr
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i<x,&>

(T @)(E) = [ e o(x) aulx)s € (L°), £ €8,

R¥*

den Raum (L2) auf einen Hilbertraum mit reproduzierendem Kern
(abgekilirzt RKHS = reproducing kernel Hilbert space) abbildet;
d.h. (L%) ist einem RKHS isomorph (s. Hida, Ikeda [7]).

Im Fall des komplexen weiRBen Rauschens kann der Raum der

quadratintegrablen Funktionale geschrieben werden als

) = ady e w? = L%, ) e Like,u )
y Y172 V172
(s. Hida [16]). Auf dieselbe Weise wie in [18] kann gezeigt

werden, daR die Einschrdnkung von T auf (Li)

(t] 2y 8 = [ PF 8 T au o,
x A% v1/2

2
‘PE(LX),EEX,

den Raum (Li) ebenfalls auf einen RKHS abbildet. Dasselbe gilt

natirlich fir T|(L2) und (Lé). Dann ist aber auch (Li), das
y

Tensorprodukt der R&ume (Li) und (Li), einem RKHS isomorph

(s. Aronszajn [1], S. 361).
Nach Satz 2.4 gibt es zu jedem o E'Htm n) genau eine Funktion
2
~ Y
F € LZR™ ® L2(R™), mit der gilt
© = c
(tp) () =

_ .m+n . )
= i elr) fm+£ ﬁm(ul,..,um,um+1,..,um+n) x

R

X c(ui)--a(um)c(um+1)--c(um+n) dui"dum+n'
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() () heift die Integraldarstellung des Funktionals ¢ und

ﬁy ist der Kern der Integraldarstellung.

Im weiteren wird der Begriff des Sobolevraumes der (u.U. ge-

brochenen) Ordnung m {iber dem R" ben&tigt (s. Lions, Magenes
L26] s S+ 30)¢

STR™) = {v; veSt@®™), (1+]x|H™? Fvie)) € LZ@M)

heift Sobolevraum der Ordnung m Uber dem R".

Mit der Norm

/2
[ v]]] = [+ x] D)™ Fven ||
s™®R™) ¥ L2 (R™)

c
wird Sm(Rn) ein Hilbertraum. Der Schnitt
m+1 n+l ~
s?2 @ es? ®n {Li® e LI®™M}
m+1l n+1
2
27 2R

m

wird mit S +n) bezeichnet.

m+1 n+1
s 2 2
Der Raum S

ist ein Unterraum von Li(Rm) @ Li(Rn). Die

eineindeutige Transformation T liefert eine Abbildung des

~ .y
mehrfachen Wiener - Integrals M, . auf Li([Rm) ® Li(an). Es
3

liegt also nahe, die folgende Definition zu geben:

Definition 4.1:

(m+n) s 2 °
. = 1 E
(m,n) {p; Fcp S

' m+1 n+1
2 (Rm+n)}.
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Bemerkung: Mit der Norm

ol gy *= ART [H1E ]
3

m+1 n+1
s?2 @g?

m+n) & %

ist'H{E+n) ein Hilbertraum und die Einbettung'ﬁém g Vi 2y
2 3 3

n)
ist stetig.

= (m+n)

(m+n) : : ;
Der Dualraum von H(m,n , der mlt'H(m’n) bezeichnet wird,

wird folgendermaBen definiert:

_m+l n+l m+l n+1
~ L] : ~ .
Jedem G € § 2 2 (R™*Ny “dem Dualraum-ven S 2 2 (R®M,

wird ein Pg vermittels der Abbildung T-l so zugeordnet, dak

T
{wG’mF}m,n e £G’F]m,n

)

fir alle o e’HEE*Q) gilt, d.h. Wlmn)
3

Cmr) wird als Raum der Test-
2

funktionale angesehen, woraus sich (s.u.) dann auch der Begriff
des verallgemeinerten Funktionals ableitet. Die Funktion

m+l n+l
e 2 7 2 oW
FES (R ) ist der Kern der Integraldarstellung von Pp-

{e,*} bzw. [*,*] sind die kanonischen Bilinearformen, die

m+l n+1 _m+1l n+1
= ~ ] ATy
'H(ém;?> und'HE$+2; Bie 5°  ° @M ang s * 0~ oy
E] E]
verbinden. Mit stetigen Einbettungen von rechts nach links gilt
also:
(m+n) =(m+n)
Him,n) = ukm,n) = u(m,n)
. 5 ; : -(m+n) . : : .

|| ||—(m,n} sel die Norm lan(m,n) , dile ja durch die Norm 1n
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m+l n+1

g 2 7 U iy e wivigs
oo m
bt o A (m)
(Lc) 2= o m'mzo kZO ®(m-k,k)? ?(m-k,k) 5 }hmrk,k)’
3 5 1 112
L ¢ o
m=0 ks (m=k,3) "% e L x0)

o0

2.+ 2 i r 5 T (m)
(LC) besitzt die Darstellung (LC) = )& ) e!Hkm-k,k)’

m=0 k=0
(Li)_ := Dualraum von (Lg)+.
Jedes ¢ € (Li)_ 148t sich in der Form
o m
® = ) ) @ )
Mg keg:  mikakd

-(m)
®(m-k,k) € Wemeic, 0 mzo kzollm(m‘k’k)ll—(m—k k)

schreiben.

Definition 4.2:
(a) @ € (Lz)_ heift verallgemeinertes Funktional des
e

komplexen weiRen Rauschens.

(b) o E'HEéT;?) heiRt verallgemeinertes Funktional des

komplexen weifen Rauschens vom Grad (m,n).

Bei der Behandlung des Beispiels vom Anfang dieses Abschnittes
war die Frage offen geblieben, ob das verallgemeinerte



-]
Funktional

. =, 1
[ fQw) H§’O(B (u),B" (u)333) du,

f(w € LZRY),
tatsdchlich in H%ézé) liegt. Diese Lilicke soll nun geschlossen
]

werden:

Die T- Transformierte des betrachteten Funktionals ist

i2 () [ £ z2(u) du =

= i% c(@ [f £ su-v) z(w) z(v) du av.
Die Fouriertransformierte des Kerns F(u,v) = f(E%X) § (u-v)

berechnet sich aus
(B, ) = (F,F¥)) , ¥e & R?):
- | -i(uty+vty)
) = = [[ e ¥t ¢ta) dtgdts,

es gilt also:

(F,¥(¥)) =

e-1(ut;+vt2)

. E% [11] f(Eéi) § (u-v) ¥ (tyots ) dty dtaidudy =

= 5% III £(u) elu(t1+t2) U s e T =

[ 1 Ieiu(t1+t2)

= f(u) du,W(txatz)]a

woraus folgt:
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WE) = E% / eiu(t‘+t2) f(u) du.

Nun ist aber

3
R D 2 1 ,
F €S “(R°) = {v; v € £#(R“) (v) € L°(R")}
S T ey £V, € L)
well
2 ¥(P) F(r)
H 2123/4 FE . 7 2.3/5 ° 7 2.3/%
(1+t71+t3) (1+t1+t32) (1+t1+t3)
Sy 1) £(u) au|?
= dt; dt, <
2 (1+t%+t§)§/2 n
2
iy (f]|£Cu)| au) o H
< 1 z <9,
== unz (1+tf+t§)372

Zur Erleichterung der Ubersicht sind auf S. 37 die in diesem
Unterabschnitt betrachteten Rdume zusammengestellt. Das
Zeichen G bedeutet die stetige Einbettung eines Raumes in
den anderen. Der Doppelpfeil ¢——— steht flir die einein-

deutige Zuordnung zweier Rdume,



3T

Kerne der ¥l n+l _m+l " n+l
-~ - R T
®™") g /mml LZR™ @ Lz(m“) G /mTaT s 2 2 (gI*ny

! ] !

Integraldarstellung min!

mehrfache komplexe (m+n) B
Wiener - Integrale ’“(m,n) S 1%nun) S ‘“(m,n)
Integral- I I

(m+n) -(m+n)
darstellung g)(m,n) A m(m,n) b m(m,n)
Funktionale ~ (m+n) i ~ =(m+n)
&C > € 2)(m,n) b Ez(m,n) % g)(m,n)

. _ rs.M+n =\ . = _ fes .
&)(m,n) sz {1 CULIee ) ; UL,T) = Imﬂj; Fcp(ul,..,um,um+1,..,um+n) x
R

” Z’-(ul)''z;(um)qcu‘mﬂl)''C(um+n) du1“dum+n’

22 .1 27
P, L@ © LZ@MY,

= {UCZ,T); i™™ c() Ug,T) € D }.

m(m,n) m,n)
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4.2 Komplexe zufdllige MaRe

Das Beispiel aus Unterabschnitt 4.1 wird folgendermaBen ver-

allgemeinert: Es sei {Zk} eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge

des Rl, Zk = {ﬁk }. Dann liegt das Funktional

i
mk(z) =
= ) a K(p) x
K, 3in 3055 kll""kil
1 1
~ . ~
ﬁk B ﬁk. B
]: 1:| lj 1 |g |}
x I { 3
. P 0 ? : K
s=1) P50 Ta 1T Ta | ola || i
i B i B s Y
J J B
. r

in }hp 0y Dabei sind a € €, K(p) ist eine reelle
; .

K. 5ok,
o] |

Konstante und es gilt Z Pj = Dp.

Die Anwendung der Transformation T liefert (QE}%):

(T, ) (2) =
o P
1 ki
—_— l-
= iP c(g) ) a, L Ky mgf—2, ¢ |8,
- ,..’ - -
ki 5 ,ki 1, i, Jj=1 |&k |
1 k s 18
)
- p e - e LN ]
I D) ) T . K@) feoof c(ul) c(up)-x
ol 1 R




X (u,)ey (u_ ) X (u i Yesy (u )
&ki 1 &ki 1 ﬂki p1+p2+ +pl_1+1 &k. Ip
y 1 1 . 1 o’ .
P p
Iaki |4 !Aki |1
1 1
x du,*du_ |A eo A .

Nun wird ein dem aus dem Beispiel aus 4.1 analoger Grenziiber-

gang durchgefﬁhrt(ik so fein, daB das p- fache Integral als

p- fache Riemannsche Summe geschrieben werden kann u.s.w.).

Unter der Voraussetzung, daB

Y K(p) a X (u,)eevey (u.)
K. 5essk. Ry acesky T 1 B, 1

i d 7 8 i 3.

1 d

flir feiner werdende Zerlegungen :ik gegen die Funktion
f(ui,..,ul) € Li(Rl) geht, konvergieren die t- Transformierten

(ka) gegen

P P
(tp) (2) = iP c(z) f.if £0 % 5 48,0 T 1(u1)°'c L(u)) dugeedu.
R
=(p)
(p+0)
Ubergang, der in O (p+0) zu dem Funktional (1) gefthrt hat,

Das Funktional (tp)(g) liegt in D . Analog zu dem Grenz-

wird vermittels der eineindeutigen Transformation T ein

-(p)
(p+0)

von Funktionalen {mk}, deren Glieder alle in %%p 0) liegen,
3

entsprechender Grenziibergang in H betrachtet: Die Folge

konvergiert gegen einen Grenzwert ¢, der nicht mehr in Hkp 0)°
2
zu finden ist. Dieser Grenzwert wird ge-

uf(p)

wohl aber in (p,0)

schrieben als



willf s

i I
« s : B o
0(z) = [+f f(ul,..,ul) R {H; ,O(B (uj),B (uj),du ) duj},

j=1 J J
|

uy verschieden fiir j=1,...,1; sz = P
J

Definition 4.3:

: = 1
_H {H; ,O(B (uj),B (uj)’aﬁg) duj}, uj#uk

M (du.) := - :
0 p-( u]) fiur k#j

Damit ergibt sich sofort die wichtige

Folgerung:

d:

I oM_ (du.), )p. = P, ist ein komplexes zufdlliges MaB.
o Tl R &

J J J

Integrale bezliglich dieses MaRes liegen in'HI

(p)

p.0) und es gilt:
3

= K(p) )
|

T—

P-
{6 4 qu_ seedu }
u 1 P

1
T I oM (du.)
] 1 j

j=1 Pj

wobei das MaB® GE du1°“dup gegeben ist durch

Joof £Cu,pene,u) 6P du,seedu_ = [ f(u,...,u) du
1 P u 1 )

1
RP .
Definition 4.4:
1
i OMP (du:) heiBt ein verallgemeinertes komplexes
3=t 73]

zufdlliges MaB.
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Bemerkungen (Entsprechendes gilt flir den Fall des reellen

weiBen Rauschens, s. Hida [19]):

(1)

(2)

(3)

Integrale bezliglich verallgemeinerter komplexer zuf&dlliger
Mafe werden nicht als Integrale im gewdhnlichen Sinn,

sondern als stetige Analoga von Polynomen verstanden.

1%

Integrale bezliglich 1 oM.(du.) liegen in W , d.h.
j=1 TS (p,0)

sie sind Elemente des komplexen mehrfachen Wiener -

Integrals der Ordnung (p,0).

Nicht jedes Element von'HE;pé) kann als Integral beziliglich
)

eines komplexen zufdlligen MaBes dargestellt werden.

Um noch zwei von P. Lévy stammende Bezeichnungen einzufiihren,
folgt die

Definition 4.5:

Ein Funktional der Form

f--f f(ul,..,up) g(ul)--c(up) dul..dup
RP

heiRt ein reguldres Funktional, wdhrend ein Funktional
der Gestalt

P P
1| k _
[««]f f(ul,..,uk) s (u1)°°c (uk) du1°-duk, X P3P
Rk :

ein normales Funktional genannt wird.
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5. FUNKTIONALE AUF A

Aus den Zusammenhdngen, die in der Abbildung auf S. 37 dar-
gestellt wurden, ist ersichtlich, daR zwischen den Elementen

der Rdume der komplexen verallgemeinerten Funktionale'ﬁzém;?)
]

N
und den Elementen der Réume&)cém;?) eine eineindeutige Zu-
3

ordnung besteht. Es ist also mdglich, Eigenschaften von

~=-(m+n)

Funktionalen aus(ﬁ(m_n) zu untersuchen und dann die Ergebnisse
3

(m+n)

auf die entsprechenden Funktionale aus'HEm s
3

zu Ubertragen

(m+n)

zu interpretieren.
m,n)

bzw. sie in H{

Ziel der Untersuchungen in den Abschnitten 5 und 6 ist, eine

Differentialrechnung fir die komplexen verallgemeinerten Brown-

(m)
m,0)

einige Ergebnisse herzuleiten. Die entsprechenden Funktionale

schen Funktionale aus den Réumen'ﬁz vorzuschlagen und

Nn—
in den Réumenﬁb(lflmé) sind Abbildungen von ,&o nach €. Die
3

Topologie des Raumes gb wurde im Abschnitt 2.1 besprochen.

5.1 Fréchet- und Giteaux- Differentiale

ULy, ;E.Xc, sei ein beziliglich der auf.&c eingefiihrten

Topologie stetiges Funktional. Ein Funktional heift linear,

wenn es additiv und stetig ist.

Definition 5.1:
SU(z38z) heiRt Fréchet - Differential oder Fréchet -

Variation von U(g), wenn gilt:

(i) 6U(z38z) ist linear in 8z, a;eﬂb,

(ii) |U(g+8g) - U(g) - 8U(z38z)| = o(sg)
fiir 6z - 0 in '30’
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Falls das Fréchet - Differential eines Funktionals existiert,
ist es gleich dem Gateaux - Differential dieses Funktionals,

das wie folgt definiert wird:

Definition 5.2:

U(Z) sei in einer Umgebung des Punktes CO definiert.

Wenn dann fir jedes 5;630 der Differenzenquotient

U(;0+k szg) - U(CO)

, A €c,
A

einen wohldefinierten Grenzwert besitzt, gleichgliltig
auf welche Weise A gegen Null geht, heiRft dieser Grenz-

wert, GU(ZO;SC), Gadteaux - Differential oder Gateaux -

Variation von U(gZ) an der Stelle Zo*

Bemerkung: U(z) kann auch als Funktional U(£,n) der beiden

Verdnderlichen £ und n (£,n€d) aufgefaht werden, da ja
z = £ + in gilt. Die partiellen Fréchet - bzw. Gateaux -
Differentiale von U(g,n) bezliglich £ und n werden dann

analog zu den Definitionen 5.1 und 5.2 erkldrt.

Das Funktional U(z) heiBt ganzes Funktional vom Grad n, wenn

U(lc1+uC2) in A und u ein Polynom vom Grad n ist. Handelt es

sich dabei um ein homogenes Polynom, ist U ganz und homogen
vom Grad n. Im Spezialfall n=2 heiBt U dann quadratisches
Funktional.

Definition 5.3:

62U(z) wird zweite Variation von U(Z) genannt, wenn gilt:

(i) 682U(g) ist ein quadratisches Funktional von 6z,
6c€ &>

(ii) U(z+8z) - UCz) - {8U + %GzU} = 0((82)2).
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5.2 Analytische Funktionale von & nach C

Im Abschnitt 5.3 soll der Begriff ,analytisches Funktional des
komplexen weiRen Rauschens im Sinne von Giteaux" definiert
werden. Zundchst wird daher hier die Theorie analytischer

Funktionale, die von XC nach € abbilden, bereitgestellt. Die

folgende Darstellung hdlt sich im wesentlichen an die Arbeit
von Taylor [29], zu der allerdings ein wichtiger Unterschied
besteht: Taylor betrachtet Funktionale, die von einem Banach-
raum E in einen Banachraum E' abbilden. Im vorliegenden Fall

sind die Funktionale Jjedoch auf dem Raum XC, der mit der in

Abschnitt 2.1 besprochenen Topologie versehen ist, definiert.

Der Topologische Vektorraum zcist zwar vollstdndig, aber nicht

normiert.

Definition 5.4:

U(z) sei auf der offenen Menge D Clgc definiert. U(z)

heift analytisch in D, wenn dieses Funktional stetig in

D ist und in jedem Punkt von D ein G&teaux - Differential
besitzt.

Ein Funktional heift analytisch im Punkt ;O’ wenn es in

einer ganzen Umgebung von QO analytisch ist.

Die Grundlage fir die Untersuchung analytischer Funktionale
liefert der

Satz S.l:
U(g) sei stetig in der offenen Menge D C Xc' H(E) st

genau dann analytisch in D, wenn fiir jedes n>0 die

Funktion U(alc +--+angn), ajEC, eine analytische

17828,
Funktion von (ai,az,..,an) flir alle (ai,ag,..,an) und

ist.
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Beweis: a§C1+a2C2+°°-+agcn sei ein Punkt in D. Wegen der Stetig-

keit der Addition und der Multiplikation mit einer komplexen

Zahl in‘&C existieren Zahlen rj, 1<j<n, so daB fir ]aj-a?|<rj,

12jZn, auch a deondd B in D liegt. Die partiellen

151%25%,

Ableitungen von U(a1c1+azc2+---+ancn) nach den aj sind dann

Gateaux - Differentiale von U(Z) an Punkten von D.

Sakts b2
Ist U(g) analytisch in D, so besitzt es dort Giteaux -
Differentiale beliebiger Ordnung und das n- te

Differential ist symmetrisch in den n Zuwédchsen.

Beweis: Die partiellen Ableitungen von U(a1C1+a2;2+---+ancn)
nach den aj sind stetige Funktionen der aj und bei mehrmaligem

Differenzieren darf die Reihenfolge der Differentiationen

beliebig gewdhlt werden.

Der folgende Hilfssatz wird flir den Beweis von Satz 5.3 be-

ndtigt:

Hilfssatz 5.1:

U(z3T) sei ein komplexwertiges Funktional, das fiir ¢

aus der offenen Menge D Czb stetig ist. T seli aus einer
kompakten Menge G < C. Fir COED ist U(zj;T) dann sogar

gleichmdBig stetig in Zo bezlglich T.

Beweis: Die Behauptung sei falsch. Dann existieren ein €>0

und eine Folge {;n; ;nED}, Z, * %o und jedem n kann ein T,

zugeordnet werden, so daRl gilt:

|U(Cn;Tn) - U(QO;Tn)l > € vn.

Als kompakte Menge in € ist G nach dem Heine - Borelschen Satz
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abgeschlossen. D.h. flir die Folge {Tn; THEG} kann vorausgesetzt

werden, daB Ty F % TOEG, gilt. Daraus folgt filir alle n die

O)
Ungleichung

0 <e < |UCg s1.) = Ulggst )| 2
< IU(;n;Tn) - U(QO;TO)| + |U(;O;TO) - U(QO;Tn)l.

Wegen der Stetigkeit von U in %o geht der letzte Ausdruck filr

n+» gegen Null. Damit ist ein Widerspruch konstruiert.

Satz H.3:
Das G&teaux - Differential 8U(z;8z) des analytischen
Funktionals U(g) ist ein analytisches Funktional von
r flir festes 8z; auRerdem ist es linear (d.h. additiv

und stetig) in 6¢z.

Beweis: a) Zu zeigen: 8U(z3;8z) ist ein analytisches Funktional
von Z.

Sei also U(g) analytisch in D C'&c' Wegen Satz 5.2 genligt es,

nachzuweisen, daR 6U(z;8z) flir festes 8z stetig in D ist. Es

seien also ¢ €D und GQEXC. Dann existieren eine Umgebung A(z,)
von g, und eine positive reelle Zahl r, so daR fiir cEA(CO) und

alle T, |T|ir, die Funktion z+16% in D liegt. U(g+tdg) ist
also fir |t|<r eine analytische Funktion von T (s. Satz 5.1).
Ist C der Kreis mit dem Radius r um den Nullpunkt in €, ergibt
sich aus der Cauchyschen Integralformel (3C := {t; |T]|=r}

ist der Rand des Kreises C):

dU(z+TdT)
u(g;ég) = —mm8 —

di’s
aT

i J U(z+T8T)

woraus die Abschdtzung



s

|UCz+tsg) - U(CO+T5C)|

|8UCZ;82) - 8UCLy380)| < o= J |dt]|

aC

T2

folgt. Die Stetigkeit von 8U(Z3;8%Z) im Punkt %o ist gesichert,
wenn zu jedem €'>0 eine Umgebung B(CO) von existiert, so

daB fir CEB(CO)
|UCE+t6E) - UCL +188) | < g’ VTEDC

gilt. Da 3C aber kompakt in € ist, folgt die Behauptung aus
Hilfssatz 5.1.

b) Zu zeigen: 8U(g;8z) ist additiv in 6tz.

z,€D; o,BE€C; 8T, , §7,€8 5 n := adz, + BST,.

U(CO+Tn) ist eine analytische Funktion von T an der Stelle

T=0, d.h. es existiert die Entwicklung

+ oo
=0

U(c0+Tn) = U(co) + T 3
T

BU(;O+Tn)]
T

Anders gesehen ist mit p,=Ta und 92=TB die Funktion der beiden

Variablen Py und e, U(co+p16;1+p26;2) analytisch in pi=p2=0:
U(co+plﬁcl+p2652) = U(co) +

U(;O+p16c1+p26§2)

+TB ]

U(g .+p,6C,+p,8C,)
5 e 0 e i

plzpzzo p1:p2:0

Der Vergleich der in T linearen Glieder beider Entwicklungen

liefert:
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BU(CO+Tn) )
oT 20
) OtaU(c0+p16r;1+_p26c2) + BaU(CO+015C1+025C2)
301 802

p,=p,=0 p,=p,=0

Dies ist jedoch genau die Gleichung

GU(gO; a6;1+86c2) = a5U(cO;6c1) - BGU(;O;Gc b IR

2

¢) Zu zeigen bleibt die Stetigkeit wvon GU(cogﬁc), wobel es

wegen b) hinreicht, die Stetigkeit an der Stelle 6z=0 nach-

zuweisen: Sei 6z aus einer Nullumgebung inlgb und r so ge-
wdhlt, da® flr alle T aus C = {1; |1|2r} §O+TGC noch in D

liegt. Da dann U(;O+T6c) eine analytische Funktion von T im

Kreis C ist, gilt:

T = : 1y
TZ d 2Tl T2

3C 8C

BU(COQSE) E et

. [ Uz +T82) . [ Ugy*tse) - Uz,
Aus der vorausgesetzten Stetigkeit von U(Z) in o folgt dann

die Stetigkeit von GU(CO;GC) iy SE=h.

Satz 5.4
U(g) sei analytisch in D. Flir jedes n€lN gilt:

= 3i & Il .
(i) Fir feste Sci,...,ﬁcn igt & U(;;S;l,...,dcn) ein
analytisches Funktional von £ in D.
(g GnU(cgﬁzi,...,ﬁcn) ist stetig im (n+1)- Tupel
(Q;Gcl,...,ﬁcn) fir alle Punkte seines Definitions-

bereichs.
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Beweis: DaB GnU(C;Gcl,...,SCn) ein analytisches Funktional fiir
t€D ist und daR es linear fiir jedes ng, 1<j<n, (einzeln) ist,

folgt aus Satz 5.3.
Zu zeigen bleibt (ii): Zuerst wird bewiesen, daR

GnU(z;Gci,...,ﬁcn) stetig in (C;Gcl) ist. Dazu sei €>0 vorge-
geben, dann kdnnen, wegen der Stetigkeit von GnU(;;éci,...,ng)
in ¢ und der Stetigkeit des Funktionals in 6;1, Nullumgebungen

A und A, in.zgc gefunden werden, so daB fir h€A und h €A, gilt:

1

n
| 67U (T+h;8T,+h 568,50 ..,6C ) - 5“U(;;a;1,5c2,...,s;n>| &

A

n . - n -
| & U(Z+h38C, 588, 502,82 ) § U(;,G;l,agz,...,ﬁcn)l -

+

n -
| & U(;+h;h1,6c2,...,6cn)[ < €,

AnschlieBend wird genauso die Stetigkeit von
n % : :
§7U(z582,58L,,...,8L ) fir (g38g,,6z,) gezeigt u.s.w., bis

schlieflich mit vorgegebenem €>0 folgt:

n _ -
| & U(g+h38z,+h, 588, +h, 5.0 58C _ +h _ 562 +h )

n
§7UCL 382, 58L 5004580 4582 )| <

% lan(;+h;6c1+h1,6c2+h2;..;,acn_1+hn_1,6cn) -
Il
-8 U(c;ﬁ;i,dcz,...,ng_1,6§n)| +
+ [6“U(g+h;6;1+h1,6;2+h2,...,acn_1+hn_1,hn)| < B

Die letzte Abschdtzung kann wegen der bereits nachgewiesenen
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Stetigkeit in (C;G;i,...,ﬁcn_i) und der Stetigkeit in ng

immer erreicht werden.

Folgerung: Das Differential BnU(;;Gci,...,ng) ist fiir jedes

Z€D ein symmetrisches, multilineares Funktional von

6;1,...,6cn. Insbesondere ist

sMu(z;sz) = s"U(L36L,...,8T)

stetig in (£;8z) und homogen vom Grad n in 6z.

Satz 5.5:
U(z) seil analytisch in der Umgebung D C'gc von gg.

Dann besitzt U(g) flr z€D die Entwicklung

U(z) = H% 5"UE 5 EY s GOU(cO;C) = U(g,).

ne~18

n=0

Ist weiter A eine abgeschlossene Untermenge von D,
so konvergiert diese Reihe absolut und gleichmdBig

in jeder kompakten Teilmenge G von A.

Bewelis: 0.E.d.A. seil §O=O. In XC ist die Multiplikation mit
komplexen Zahlen eine stetige Operation, denn_&C ist ein

topologischer Vektorraum. Das hat zur Folge, daR flir jedes

z€D eine Umgebung V(z) von ¢ und eine Menge komplexer Zahlen

A = {X; |A-1|<p, p>0} existieren, so daR {A%Z; A€EA, ZEV(Z)} < D.
Zusammenfassend ergibt sich: Es existiert ein €>0, so daR mit
z€D auch (1+k)Z€D fir alle k€C mit |k|<e. Da weiter D eine

normale Nullumgebung ist, folgt, daR die Menge

Zlr) = {zgs |T|;1+%}

ganz in D enthalten ist.

E

Es sei nun C = {T; |T|;1+%} der Kreis mit dem Radius r=1+>

um den Nullpunkt in C.
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Die Funktion ¥(T) = U(TZ) ist nach Satz 5.1 analytisch in C und
es gilt:

1

vy = § 2 vy, ¢¢9

(0) = Y(0).

Diese Entwicklung ist gleichwertig zu

6144 S E% §"U(0;z).
A=l

Aufgrund der Cauchyschen Integralformel gilt:

uirz)
1 ;n ) o -1 wind - |
af T O S oy VU0 =g L

oC

aT:

Ist nun A eine abgeschlossene Teilmenge von D und G € A, G
kompakt, so folgt aus der Kompaktheit des Randes 9C von C,
daB auch die Menge G* = {1r; T€dC, ZEG} kompakt ist. Die
Funktion |U(tz)| ist daher (s. Hewitt, Stromberg [5], S. 7u)

auf G¥ beschrdnkt:
|uCtz)| < M.

Es gilt also

i an | M
ar 8050 = g7 || —mg | < 4
X :

J u(tg)
dt

aC
s 1
Wegen r>1 , konvergiert die Reihe ) 5 i GnU(O;C) absolut und
n=0 =’

gleichmdfig flr c€G.
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Satz 5.6:

Die Summanden der Reihe

u(zg) =

o)
K k

0

ne-18

seien in der offenen Menge D c X; analytische Funktionale

und die Reihe konvergiere gleichmdfig in jeder kompakten
Untermenge jeder abgeschlossenen Teilmenge von D:

Die Reihe U(g) konvergiert dann und definiert ein

in D analytisches Funktional. Die G3ateaux - Differentiale
von U(g) kénnen durch gliedweise Differentiation be-

rechnet werden.

Beweis: a) Zu zeigen: U(g) ist stetig auf D.

Zo sei ein beliebiger Punkt aus D. D ist offen, also liegt mit

%o

Vektorraum ist‘»gc reguldr, d.h. es existiert eine Umgebung

noch eine ganze Umgebung V(co) in D. Als topologischer

W(g,), fir deren Abschluﬁ‘ﬁkco) gilt:

W(zg) c'ﬁ‘(;o) < V(zy) < D.
Von der Umgebung W(;O) kann angenommen werden, da® sie be-
schrdnkt ist, d.h. sie ist kompakt, weil Xc vollkommen ist.
Insgesamt folgt: Zu jedem ;OED kann eine kompakte Menge ge-
funden werden, die Umgebung von 2o ist und die selbst ganz

in D liegt. Es sei nun €>0 vorgegeben, dann folgt:

5 n
G A ] U0 - u@| < g,

nO€ N n2n g€ W(Co) k=0

da auf W(co) gleichmdBig konvergiert.

)
U
k=0 .

(ii) Die Uy (k=0,1,2,...) sind analytische Funktionale in D,
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d.h. es gilt:
n n
0 0
V /\ Lo lploads- 1 U (D) < %
Agy) < W(gy) z€A(T) k=0 k=0

Zusammengefaft ergibt sich also fiir alle ¢ aus der Umgebung
A(co) die Abschdtzung

n

0
[utz) - Uzy)| 2 |UE) - ] RN
k=0

o 0 "3
£ | Y v to)y =¥ wdg A+ | ) U (g.) - Ulg,)| < e
k=0 X A k=0 X O 0
b) Die Reihe U(Z) = ) Uk(c) konvergiert gleichmdfig auf

k=0
der Umgebung W(co). Flir beliebiges 6c€£b existiert eine

reelle Zahl a,>0, so daR fir alle a mit |a|2a, folgt

0
Zo t odr € W(CO). Daraus ergibt sich, da® in C eine Null-

umgebung B = {o; |a| < ao} existiert, so daB die Funktion

U(g+adzg) = ) U, (c+08Z)
k=0

in BO gleichmdRig konvergiert. Die Uk(c+a6c) sind analytische

Funktionen von o, also ist U(Z+a6Z) an der Stelle a=0
analytisch. Der Rest des Beweises folgt aus Satz 5.1 und
dem Satz von WeierstraB (s. Peschl [27], S. 129).

In der Darstellung
U(z) = Up(g,n) + iU (g,n)

sind UR(E,n) und UI(E,n) Funktionale von zwei Variablen

iber A.
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Satz bl

U(g) ist genau dann in der offenen Menge D C 4&C

analytisch, wenn

(i) die Funktionale UR(E,U) und UI(E,n) stetig sind

und stetige erste partielle G&teaux - Differen-
tiale in allen Punkten von D besitzen und

(ii) die Gleichungen

GEUR(E,U;Sp) GnUI(Esﬂ;Gp)

GnUR(E,n;ﬁp)

-GEUI(EsnBGQ)

in D flir beliebiges §p € A erfiillt sind.

Bemerkung: Die beiden Gleichungen aus (ii) werden Cauchy -

Riemannsche Differentialgleichungen flir Gidteaux - Differen-

tiale genannt.

Beweis von Satz 5.7: a) U(g) sei analytisch in D < '%c'

U(z) ist dann in D stetig und das Gateaux - Differential

SU(z38z) ist stetig in £, linear in 8z und stetig in (z,68z):

8UCz36z) = lim ${UCZ+AST) - U(D)}.
A>0

Sei speziell 8z = 8p + i*0, A =1 € R:

8U(2380) = lim T {UL(E+18p,n) - Up(E,m)} +
1-0

. . 14
+ 1 1lim I

{UI(£+160,n) - UI(i,n>}.
1+0 :

Der links stehende Grenzwert existiert nur, wenn die beiden

rechts stehenden Grenzwerte existieren. Es gilt:
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SU(z38p) = GEUR(E,n;Gp) + ingI(E,n;GD)

Genauso ergibt sich

SU(z38p) = -i8 Up(E,n38p) + 8 U (E,n;8p).

Ein Vergleich der beiden letzten Gleichungen liefert die
Cauchy - Riemannschen Differentialgleichungen flir Gdteaux -
Differentiale. Dariiber hinaus sind die partiellen Differen-
tiale stetig in (&,n38p) fiir £+in € D und 6p€ & (Linearitit
in S8p!). DaR UR(E,n) und UI(g,n) stetig sind, folgt aus

der Stetigkeit von U(g).

b) UR(E,n) und UI(E,n) seien nun stetig mit stetigen partiellen

Gateaux - Differentialen an allen Punkten von D und es gelten
die Cauchy - Riemannschen Differentialgleichungen flir

Giteaux - Differentiale. Ferner seien §g E.&c (8z = 8& + idén)

beliebig, T € D und A = s+it eine (betragsmdfig) kleine
komplexe Zahl:

U(z+A8z) - U(g)

A

UR(g+ssg-tan,n+tag+san) = Unl&,n)
= +
s+it

UI(E+56£—th,n+t5£+86n) - UI(€sﬂ)
+ i .
s+it

Die Funktion

UR(s,t,u,v) = UR(E + s6E - tén, n + udE + vén)

ist stetig und besitzt in einer Umgebung des Nullpunktes
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des R' stetige Ableitungen nach allen Variablen. Ug ist

dort also total differenzierbar, d.h. es gilt:

UR(s,t,u,v) - UR(O,O,O,O) =

d d 9
s == U +. fg= U + us—1U +
I R’Co,o,O,O) ot Rleomdn 0y . ™ R®[(0,0,0,0)
+ v + ed8 st v}

=2 1
oy Ri(O,O,O,O)

[elsstau,v) |
mit lim =0
(s,t,u,v) = (0,0,0,0) |s|+|t|+|u]+|v]

Die letzte Gleichung kann auch unter Verwendung von Gateaux -
Differentialen dargestellt werden:

UR(£+56£—t6nsn+tég+56n) - UR(E,n) =

SGEUR(E,U;GE) - tngR(E,n;Gn) * tﬁnUR(E,n;GE) +
+ sﬁnUR(g,n;Gn) + elsstustss)s

Genauso ergibt sich flir UI(E,H) mit

|v(s,t,u,v)|
lim =0
(S,t,u,V) =™ (0503090) ]S]+|‘L‘[+|U.|+|V|

UI(E+55£-t6n,n+t6£+sﬁn) - UI(g,n) =
= SGEUI(E:H;GE) - tﬁgUI(E,ngdn) - tdnUI(g,n;SE) +

P sﬁnUI(é,n;Gn) + ¥(8,tsEs8),
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Unter Verwendung der Cauchy - Riemannschen Differential-

gleichungen filir Giteaux - Differentiale folgt:

u(g+Adz) - U(z)

A

= {5EUR(‘53W55£) UI(Em;cSn) + i[GEUR(Em;Gn) +

-

) s+it e+iy
+ 6EUI(€ST'|36E)]} 5 7+ 3 .

1 ; i e+i
Wegen |A| > —= (|s|+|t]) gilt 1lim l~T—¥L 2 0
V2 A0 A

U(r) besitzt das Differential

SULT:8E) = GgUR(E,ngﬁg) - ﬁEUI(E,n;Sn) £

+ 1 t{SEUR(EsHQGH) + GgUI(Em,GE;)].

UR(E,n) und UI(E,n) sind stetig, darum ist auch U(g) stetig.

Insgesamt ist damit bewiesen, daf U(z) analytisch in D ist.

Nun muB noch eine Bemerkung liber die betrachteten G&teaux -
Differentiale gemacht werden: Ist U(g) analytisch in der

offenen Menge D C gc’ dann ist nach Satz 5.3 68U(z368C)

ein analytisches Funktional von ¢ und es ist linear in 68z
ferner folgt aus Satz 5.4, daB 8U(g;8z) stetig in (g3;8z)
ist: Es sei g, € D, 6z € XC:

|U(;O + 8g) - Ulgy) - GU(;O;5;)| <

< 1U(;O * B = U(co)| + |5U(co;ac)1 0 (fur ég» 0. in zb).
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Mit Definition 5.1 gilt daher der

SatzZ h.82
Ist U(z) an der Stelle Zo analytisch, so besitzt dieses

Funktional in einer Umgebung von 2o Fréchet - Differen-

tiale beliebiger Ordnung.

Bemerkung: Die in diesem Unterabschnitt betrachteten Giteaux -

Differentiale sind also tats&dchlich Fréchet - Differentiale.

Das gilt auch fir die partiellen Gateaux - Differentiale.
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5.3 Analytische Funktionale des komplexen weiRen Rauschens

im Sinne von Gateaux

Mit R’ sei der Raum ) @ Hég?o) bezeichnet. Dann ergibt sich
m=0 %

aus den Uberlegungen von Abschnitt 4.1, daR

wWe e W

ein Gelfandsches Raumtripel ist, in dem ¥ die Darstellung
m —
R =)@ Hkm 0) besitzt und mit W~ der Dualraum von W'
m=0 ’

bezeichnet wurde.

Jedes Element ¢ € X besitzt eine Summendarstellung

.5 =(m)
°= 1 %m0 ®m,0 ¢ *m,o0

co

2
mzollw(m,O)‘l-(m,O)

< o,

Definition 5.7:

o]
Ein Funktional ¢ = ) P (m.0) € ¥ heiBt ein
=0 >

analytisches Funktional des komplexen weiBen Rauschens

im Sinne von Gateaux, wenn zu {m(m 0)} eine Folge von
-

Integraldarstellungen i gt Um(c)} gehdrt, so daB
) U (2
m

analytisches Funktional in Xc igt.

Beispiele: Sei {wj} ein VONS in Lg(Rl):
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i B <z,wk>n ist analytisches Funktional des komplexen weifen

Rauschens, da

u(zg) = f-;fwk(u1)°°'mk(un);(ui)---c(un) dul---dun
R
analytisch in.a%c ist. Damit sind auch alle Polynome {ber

{wj} analytische Funktionale des komplexen weiRen Rauschens.

© -V
(p)(2) = | = (w,0)7 C).
v=0 7"

Um zu zeigen, daB @(z) analytisches Funktional des komplexen

weifen Rauschens ist, muB also nachgewiesen werden, dak

EO v—}- (w,58)"
V=

analytisch in zc ist:

Sei A eine beliebige kompakte Untermenge von‘ﬁc, dann nimmt
die reellwertige Funktion |(wk,;)| auf A ihr Maximum an, das
mit a bezeichnet werden soll. Zu vorgegebenem >0 existiert

ein n, € N, so daR filir alle n>n

0 und alle ¢z € A gilt:

0

1 T 9 5 1
Z _ (wk3C)v - ZO— (wk,C) i Z . UT |(wksc)|\);
= v=n+

N

A
m
-
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o0

d.h. die Reihe ) T (wk,C)v konvergiert gleichmdBig auf A.
v=0 "7

Da A eine beliebige kompakte Untermenge von Ab war und der
SchluR also flir jede kompakte Untermenge von Xb gilt, ist nach

Satz 5.6 gezeigt, daR die Reihe ein analytisches Funktional
in 2b darstellt. @(z) ist also ein analytisches Funktional

des komplexen weiRen Rauschens im Sinne von Gateaux.

Bemerkung: Die Definition der analytischen Funktionale des

komplexen weifen Rauschens liefert weiter nichts als einige
M&glichkeiten, rechnerisch mit den Funktionalen des komplexen
weifen Rauschens besser umgehen zu k&nnen. Ein wahrschein-
lichkeitstheoretischer Nutzen kann aus dem bisher gesagten
nicht gezogen werden, d.h. eine wahrscheinlichkeitstheoretische
Interpretation des Gateaux - Differentials der Integraldar-
stellung eines Funktionals des komplexen weifen Rauschens ist
nicht méglich. Im ndchsten Abschnitt wird gezeigt, daR dem
weiterfilhrenden Begriff der Funktionalableitung im Sinne von

P. Lévy eine wahrscheinlichkeitstheoretische Deutung gegeben

werden kann.
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6. DIFFERENTIALRECHNUNG FUR FUNKTIONALE DES KOMPLEXEN WEISSEN
RAUSCHENS

U(g) sei ein Funktional, das von.ﬂc nach € abbildet:

Definition 6.1:
Existiert das Fréchet - Differential des Funktionals

U(z) und kann es in der Volterraschen Normalform

SUCL;8g) = [ Uy (t32) 8z(t) dt

geschrieben werden, heift U&(t;t) die Funktionalab-

leitung von U(Z) im Sinne von P. Lévy.

Bemerkung: Das Funktional U&(t;c), das im folgenden kurz als

Funktionalableitung bezeichnet werden soll, bildet wieder

von Kc nach C ab.

Definition 6.2:
ieE GUé(t;C) eine Funktion von t, die die Darstellung

SUé(t;C) = U;;(t)(‘t;;) + [ U%'(t)c(s)(t,s;c) 8z (s) ds

- > 2 . L | .
besitzt, heiBen ng(t)(t,c) und Uc(t);(s)(t’s’c)
Funktionalableitungen zweiter Ordnung im Sinne von

P. Lévy.

Bemerkung: Wie bereits friliher gesagt wurde, sind die Funk-

tionale U(z) als Funktionale U(£,n) zweier Variabler iiber
A zu deuten. Entsprechend den Definitionen 6.1 und 6.2

werden dann erste und zweite partielle Funktionalableitungen

(E3Ein), UMY (t3&,m),

u! CEiE 1)y U
E(t) n(t) Ez(t)
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: : 1 ;
Ulerg(ey (58385m05 UL (E5EmDs Upy () (85858m)

erkldrt.

Es sei nun ¢(z) ein Funktional aus'HEE)o), das dann be-
E]

kanntlich die Integraldarstellung

() (z) = i™ c(g) I'QI Fougseeesuy) glupdesezCu ) duyeseduy
R

besitzt. Mit den Bezeichnugen aus Abschnitt 4 gilt:

m+1
2

F €8 =
®

(1) (5) €D &™)

)9
Zu E%HLO) gehdrt der Funktionalraum
2

~J

Dim,0y = (U@ i C(@) U@ €D 1.

m,0)

Entsprechend wird dem Raum ﬁ)(mj der Raum ﬁi(m)
(m,0) (m,0)
(

ordnet, der genau wie Q)CE)O) topologisiert wird.
2

zuge-

Jedem ¢ G‘H€E>O} entspricht also genau ein Funktional
E]
M
ucz) E:DEE)O)’ dessen Funktionalableitung folgendermafen
3

berechnet wird:

SUCz;68) = lim + (UL + A8Z) - U(D)} =
A=+0

= m J.-;nf Fcp('t,uz,.-.,um) C(uz)ooo;(um) du2...dum Gc(t) dt
R

Die Funktionalableitung von U(z) im Sinne von P. Lévy ist also:
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.,um) C(uz)-'-g(um) duz---dum.

Ué(t;g) = m éoo‘,’ Fcp(t,l.lz,..

Dies ist (s.o.) ein vom Parameter t abhdngiges Funktional.
Fir festes t wird der Funktionalableitung UE(t;E) wieder
ein Funktional Z(t;z) des komplexen weiRen Rauschens zuge-
ordnet, ndmlich:

-1(im-1

Zitez) = ¥ CkE) U%(t;c)).

(m-1)

(m-1,0) fir festes t.

Offenbar gilt Z(tj;z) € "

Definition 6.3:
Fiir festes t heiBt

ﬁ ptz) 3= Zltsz)

. d i
die 377y Ableitung von ¢(z).

Bemerkungen:

(1) Insgesamt kann Z(tj;z) als stochastischer ProzeB mit

Werten in ¥#m-1)

St B0 interpretiert werden.
2

(2) Flir o(z,z) = p(x+iy, x-iy) werden auf dieselbe Weise wie

in Definition 6.3 die partiellen Differentialoperatoren

und erkldrt. Sie filtern ebenfalls

_ 9  ung —9
ax(t) oy (t)
stochastische Prozesse aus den (Li)- Funktionalen

heraus.

(3) Analog zu Definition 6.3 werden die h8heren Ableitungen
von Funktionalen des komplexen weiRen Rauschens erkldrt,

wenn die entsprechenden Funktionalableitungen im Sinne
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von P. Lévy existieren. So gelten z.B. die Zuordnungen

d2

200 dz sy @2 = Urlyyzs) (E838)

42
———(z) = U''  (£30)
Azt ) z2(2}
.
-——-—-ﬁ§cp(x,y) g gt (tit.n) U.S.W..
(3x(t)) E% (%)

Beispiele:

(1) Anwendung des Differentialoperators EE%?T auf die

stochastische Fldche, die bekanntlich als Funktional
des reellen weiBen Rauschens dargestellt werden kann:

Der Vektor B(s,x) = (Bl(s,x), Bz(s,x)), s>0, sei die

gewShnliche Brownsche Bewegung in der Ebene. In An-
lehnung an die Darstellung einer glatten ebenen Kurve
definiert P. Lévy [25] die stochastische Fl&che S(T,x)

durch
1 T
S(T,x) = 5 [ {B,(s,x) dB,(s,x) - B,(s,x) dB,(s,x)}.
0

Das Integral kann nicht flr eine bestimmte Realisierung
definiert werden. S(T,x) stellt die Fldche dar, die zum
Zeitpunkt T von der Brownschen Kurve und der Verbindungs-
geraden zwischen dem Nullpunkt und B(T,x) eingeschlossen
wird.

Die zweidimensionale Brownsche Bewegung B(s,x) sei

gegeben durch
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Bi(s,x) = <X’X[O,s])’

BZ(S’X) = <X,XE_S’O]>’ Sio-

Das Funktional S(T,x) liegt in dem reellen doppelten
Wiener - Integral H@ (s. Hida [19], § 4.5, Lemma 4.1).

Fir T=1 ergibt sich der Kern der Integraldarstellung von
S(1,x) zu

_% fir -1;11”_(_0, O;V'("‘Ll
% flp =3 2420, “usvg 1
F(u,v) = 4_% fir 0<ugil, -1 <v<-u
- &
T fir Cu<l, =ucvs 0
L 0 sonst "
\% |
4 |
[
1
1 ¢
!-l..
114 :
]
]
|
-4 I
' 1
I >U
1
. W4
]
I
|
L =16
]
H
]
I %
1 \ff
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Es gilt (s. Hida [18]):

(v, SCISRINEN N i% c_(&) u(e).

mit U(E) = [[ F(u,v) E(u) E(v) du dv.
Die Funktionalableitung von U(§) lautet:

Ug(t38) = 2 | ECt,v) E(v) av.

Daraus ergibt sich:
BY fln- 0 <% € %

5 = 1 9
UL(t3E) = 2 {-= [ E(v) dv + = [ E(v) dv} =
¢ A | *-t
= % {(E’X[-t,O]) - (E,X[_l’_t])}, woraus folgt:

d 3 - 1 -
IRy S(1,x) = 3 <XeXr_y 017 T 7 FoX[-q,-¢]>

. ! = 1 1 .
=7 X[-t,0]” T 7 ®oX[-1,01" * 7 ®oX[-t,01”

1
-2- 82(1,}() € ’H‘i.

= B2(t,x)

b) Fir -1 < t < O:

ULC3E) = 2 (-3 [ E(v) dv + 3 [ e av} =

- | . .
= 5 {(5’X[-t,1]) (E’X[O,-t])} , woraus folgt:
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-8~

S(1,x)

1]

<X’X[O,—t]>

M| =

<X’X[—t,1]> -

N

4 _
dx(t)

P =

1 1 -
= = <x,x[0’1]> 5 <X’X[O,-t]> 5 <X’X[O,-t]> =

PO =

B,(1,x) - B, (-t,x) € mi.

c) flir t = 0O:

1 1
<= B, (1) ¢ 7 Bl(l,x) € %H.

o 6 G >

N
dx(0)
d) fir t € [-1,1]:

d -
WS(:I.,X)—OQH'.

Anwendung der partiellen Differentialoperatoren 5;%?7

und auf ein Funktional des komplexen weiBen

.
oy (t)
Rauschens:
Eine Version der komplexen Brownschen Bewegung sei

gegeben durch

B('t,Z) = <Z,X[O’t]>o

1 -_— < } + .< ]>
¥ < > ¥ < > 1 1 v 1

zweidimensionalen Brownschen Bewegung. Die stochastische
Fldche kann dann in der folgenden Form geschrieben

werden:

S(T) = 5+ | {B(s) dB(s) - B(s) dB(s)}.

O
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Das Funktional S(1) liegt in W
(1,1)

der Kern seiner Integraldarstellung ist gegeben durch

(s. Hida [16]) und

-

1 fir 0<veuc<i
21 = =
F( - 1]_ 1 v
u,v) = y-57 fir O u<vgel
0O sonst
v :
o~ c /4/
LN >
‘| 1
I
-2 :
> F(U.,V) = -F(Vgu)
1
! if2
]
[}
! —u
1

Die Integraldarstellung ist

(tS(1))(z) = i% ¢(z) [f Flu,v) z(uw) T(v) du dv.

Es sollen zundchst die Funktionalableitungen ULLELEST)

£
und U%(t;c,f) des Funktionals

Uce,t) = ff PGu,v) t(a) Tlv) du dv
berechnet werden:

GEU(C,E) = [f FCu,v) {Z(W6E(V) + T(V)ISE(W)} du dv =
= [[ F(t,v) {T(v) - g(v)} dv 8&(t) dt, woraus folgt:
Ué(t;CaE) = [ F(t,v) {T(v) - z(»)} av.

Entsprechend ergibt sich
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U%(t;;,f) =4 [ ECtye) {(CC¢) & z(v)} av.

Fur t ¢ [0,1] gilt natirlich UL(£32,2) = U} (t58,2) =0

€
. aS(1:x,y) . a582:%,v)
und damit auch TIED) = ByEt) 0.
Interessanter ist der Fall t € [0,1]:
- g B o g L
1 . e rs —— — —
Ug(£58,0) = -57 é {T(v) - g(v)} dv + =3 { {Tv) - z(»} adv =

s | .
ot { CE:X[O,t]) + (X[O,t]’c) * (C:X[t’lj) (X[t,i]’cj}’

woraus folgt:

aS(lik,y) _
8xft§ -

I
ol
o

{"<Z’X[O,t]> + <Z’X[t,1]> + <Z’X[O,t]> - <Z’X[t,1]>} =

s

=71 172%X[0,4)” * BoX[0,11” * 2°%X[0,1]” T

(o)
K

<Z,x[031]>} =

- i - ig - i L
= iB(t,2) - 7B(1,2) - iB(t,2) + 3B(1,2) € Wy o) @ W 4

t 1
Ur(ticst) == % [ {T(v) + g(v)} dv + % [ {Ttv) + t(v)} dv =
n 0 -

= 4 fs =
=7 { (C’X[O,t]) (X[O,t]’c) + (C’x[t,ij) + (Xtt’ljjc)}s

woraus folgt:
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9S(13x,y) _
oy (t)

]

=g 192aX(,17” ~ 2o A[apel® E B X[r,11” " ZoX[0,e]>) *

M|

- = {<Z’X[O,1]> - 2<Z’X[O,t]> + <Z’X[t,1]> =

- 2<z,X[g,¢77) *

_1 - i3 - B
= 7B(1,2) - B(t,z) + 5B(1,z) - B(t,z) € Htiﬂn @ H'(O,1>'

Im folgenden soll nun der unendlichdimensionale Laplace -

Operator A auf Hr(m) definiert werden.
(m,0)

Sein Definitionsbereich ist

g _ -1..m -(m) = 1t rt
(8) = " e ue) €D M ng(t)s Ye(tre(s)?

11 existieren und U'! und U'!

A & g2 (t) n¥(t)
sind t- integrabel}l.

netdIncs)® Y

Definition 6.4:

Der auf ¥(A) definierte Operator A,

a2 2

)
Ap(2z) = 5 -
gx " CE)

5 oz) dt,
oy~ (t)

heift Lévy - Laplace - Operator.

Definition 6.5:

@ (z) heiRft harmonisch, wenn gilt

Ap(z) = 0.
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Saty 6.

Jedes Funktional ¢(z) € ¥hn10) ist harmonisch.
?

Beweis: Es seil ¢(z) € HTm 0)? dann besitzt dieses Funktional
3

die Integraldarstellung

m

(tp)(z) = i™ Cc(z) U(L)

mit U(g) = [++f F

- cp(ul,...,um) C(u1)°'°c(um) du1-°-dum:

Ué(t;;) ~ B f;:{ ﬂp(tauza°--sum) C(Uz)‘°‘C(um) du2°'-dum
R

§UL(t;8) = m(m-1) fosf B (tsBgi
m-1 @
R

3,...,U.m) X

X C(ug)"°C(um) du3°--dum §¢(s) ds,

woraus U'!' = 0 folgt. Entsprechend ergibt sich

E2(E)

0, insgesamt also

I

Ull
N CE)

p(z) dt = 0.

ax2(t) 3y (t)

(m)
m,0)?

deren Integraldarstellung ein reguldres Funktional auf

Der Satz 6.1 sagt aus, daB alle Funktionale aus'ﬁz

3c ist, harmonisch sind. Daher stellt sich die Frage, ob
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damit die Klasse der harmonischen Funktionale ausgesch&pft

ist. DaBR diese Frage verneint werden muB, zeigt folgendes

e s Se. =(2) .4
Beispiel: Sei ¢(z) € H12,O) mit der Integraldarstellung

i% c(z) [ £(w) z?(w du,

(1) (T)

d.h. UlL) = f f(u) Cz(u) da = f f(u) [€+in]2(u) du = ULET)
8, UCE,N) = 2 [ f(u) z(u) 8p(u) du

Ué(t)(tgian) 2 2 ECt) o)
agu'(t;i,n) = 2 £E) Splt)

u'! = 2 f(t).
g2(t)

Entsprechend ergibt sich
SnU(E,n) & 24, ] BCu) rlu) Splu) du

Uﬁ(t)(t;é,n) = 21 F0E) E£0E)

anU'(t;E,n) = ~2 £(t) dplt)
ur = =pffiE).
HeTE)

Wird nun f(t) so gewdhlt, daB [ f(t) dt < « gilt, folgt

J [U" + U dt = 0,
ES ) n2(t)
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d.h. mit dieser Bedingung ist ¢(z) ein harmonisches Funktional
des komplexen weiRen Rauschens, obwohl seine Integraldar-

stellung kein reguldres Funktional ist.

g
Bemerkung: Integrale der Form [ z°(s) ds, in denen sich z'(s)
0

wie eine Version des weiBen Rauschens, d.h. wie B"(s), ver-

hdlt, spielen eine wichtige Rolle in der Quantenphysik im
Zusammenhang mit dem Feynmanschen Wegintegral (s. Hida [17],
B: & nnd B« 57)«

U(Z) sei nun das normale Funktional

1 P

P K
UCE) = [ooffQupseeesn) € “Cugdeseg S(u ) du,eeedu

k)
Rk

wobei vorausgesetzt sei, dak ein Pj ] B {1425 s euglF) it

Ps > .1 existiert:

P p.
L 1 L ]_1
pj .r I f(u13 .. ,uk) C (ul) C (uj—j_) X

MhﬂW

GUC(C) =

j=1 Rk

Pi=1 P- D

(uk) Sc(uj) du1°-°duk

k
Ué(t;c) = 'Zl P IL:{ f(ui,.. ’uj—i’t’uj+1’ ..,uk) X
= R
P. p.-1 P j
1 B o b 3 J+1 P -
X g (ui) z (uj_i); (e Clly o) 8T (uk) X
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Ué(t;;) ist also ein Polynom (mindestens ersten Grades) in
t(t), dessen Koeffizienten normale Funktionale von g(u) sind.

Die Variation dieser Funktionalableitung hat das Aussehen:

UL (t3T) = U;;(t)(t;c) St (t)in g Uztey(s) (ts838) 82(s) ds

fiide ! (piE)-2 0.
ol

M.a.W. folgt aus der Tatsache, dak U'' identisch ver-

e (t)
schwindet, die Regularitdt von U(Z). Aus dem Beweis von
Satz 6.1 ist ersichtlich, daR aus der Regularitidt von U(g)

folgt: U';(t;c) = 0. Es gilt also der

c
Satz 6.2:
=L ) . : ;
p(z) e'&(m,O) liegt genau dann ln'H(m,O)’ wenn gilt
2
& =0
dz " (t)

AbschlieBend sei noch die folgende Bemerkung angefligt:
Ein Funktional ¢(z) E’H(m 0) besitzt die Integraldarstellung
2

() (z) = i™ Cc(z) U(g) =

.M
= i7" clg) [eoof ﬁp(ui,...,um) §(u1)"'C(um) duy+++du .

[Rm

Im Falle der Existenz der Funktionalableitungen im Sinne

von P. Lévy ergeben sich die zugeh®rigen Kerne zu

U%(t) = m ﬁm(t,uz,...,um),



T

8] (tys:Cc) =~ mlm—1) F (tys.,u eall )
® m

Tt
cCEiris) 3"’
u.slwl

Hieraus ergibt sich wieder ein konkreter Hinweis darauf,

daB es sich bei den mehrfachen Wiener - Integralen nicht

um Integrale im gewdhnlichen Sinn sondern um stetige Analoga

von Polynomen in den z(t) handelt.
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Komplexe Hermite - Polynome

Die aufgeflihrten Formeln wurden dem Buch [19] von T. Hida

entnommen.

(1) Definition

— p+qg Z2Z 8p+q -2z
H q(Z,Z) = (-1) [= ﬁ s z € C., Psq ; 0
P> 0z* 0z
(2) Erzeugende Funktion
v TPt - -tt+tz+t
} O EEH (2,7) = e THFTETZ e ¢
piq! "p,q
P,q=0
(3) - PAQ o % =
H  (2,2) = (=D pro e BT
P»q s k! (p-k)!(g=-k)!
k=0
H (z,z) = H (z,2)
P-q a,p
(4) Spezialfdlle
HO’O(ZQZ) = 1,
o P
Hp,O(Z’Z) o
Hl,l(Z’Z) = 2z - 1,
H (z2,2) = ZZE - 2z
2’1 2 2
- 2—=2
HQ,Q(Z,Z) = g2 = Uug w2,
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H, 1(Z,E) = 595 = 322,
3
H3,2(Z,E) = z°z2°- 627z +6z,
H, 3(z,E) = 293° = 9237 AR
3
(5) 32 e e B = —
— Hp,q(z,z) -z g: Hp,q(z,z) + q Hp,q(Z’Z) =10
Zd2 Z
g - 3 = "
H (z,83).~- 7z — H (z,z) + p H {Zzsz) =0
. Ps9g 3z Ps9q D,q
(6) - -
— H (z52) = H (z
2z Pra P Hyg,q!2%)
2 H (2,Z) =qH (z,2)
37 P»d p,q-1
(7) H

H

p,Q+1(z,E) - z H

p+1,q(z’Z) - Hp,q(Z’Z) + q Hp,q-l(z’Z) = 0
z (z,z) + p H (z,2) = O
p,q 7’ } & B p=1s9 ’

(8)
o1F - ; ; :
{ H (z,2); p>0, g>0} ist ein VONS in
/oTar P T
2 i =-zz -
L (L, T e dzadz)
(9) z Tt
H (X, %) 2 H (x)y XE R
-, Plal "Pps,q n
p+gq=n
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